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Resumen
En el presente trabajo se desarollo´ un programa que simula un propulsor de efecto
Hall, de tipo Propulsor de plasma estacionario (SPT, por sus siglas en ingle´s).
E primer cap´ıtulo hace una presentacio´n del propulsor de efecto Hall (HET, por sus
siglas en ingle´s), su historia e importancia en la actualidad. Posteriormente se procede
a explicar el funcionamiento ba´sico de este tipo de propulsor usando como base el SPT-
100; se exponen los parame´tros con los que se suele medir su rendimiento y algunos
feno´menos presentes en el propulsor que pueden impactar el desarrollo de la simulacio´n.
El segundo cap´ıtulo expone las metodolog´ıas ma´s comunes encontradas en la literatura
para desarrollar una simulacio´n de un HET y se hace una breve introduccio´n del me´todo
escogido para este trabajo: Modelo h´ıbrido PIC-Fluido, con un dominio bidimensional
y un tratamiento unidimensional de la temperatura.
El tercer cap´ıtulo muestra el desarrollo teo´rico para describir al sistema, fracciona´ndolo
en el tratamiento realizado sobre los iones, neutros y electrones.
El cuarto cap´ıtulo describe el me´todo nume´rico utilizado para simular el sistema. Por
un lado, los iones y neutros son modelados con la te´cnica de Particle-In-Cell (PIC,
por sus siglas en ingle´s); por su parte los electrones son modelados como un fluido,
usando la suposicio´n de plasma cuasineutro para hallar su densidad en el dominio y
operando las ecuaciones de momento y energ´ıa a trave´s de un plantamiento de fluido
unidimensional. Debido a que la dina´mica de los electrones es mucho ma´s ra´pida que
la de los iones y neutros, para el avance de las ecuaciones de fluidos se establece una
subrutina con un paso de tiempo ma´s chico dentro de la rutina principal que involucra
todo el sistema.
En el quinto cap´ıtulo se hace una exposicio´n resumida del programa desarrollado. Se
describe la estructura del programa, su funcionamiento, como se puede operar para
distintos propulsores y el tipo de resultados que produce. Por u´ltimo, se hace una
mencio´n del costo computacional del programa y de las posibles mejoras a realizar
para optimizarlo.
ix
x Resumen
Por u´ltimo, el sexto cap´ıtulo expone los resultados de la simulacio´n para un propulsor
parecido al SPT-100. La simulacio´n no consiguio´ reproducir los para´metros nominales
del propulsor, entre ellos el empuje y las eficiencias. A pesar de esto, distintos aspectos
de la simulacio´n probaron dar resultados similares a los encontrados en la literatura,
entre ellos las distribuciones de temperatura y voltaje a lo largo del dominio. En el
cap´ıtulo se hace una revisio´n detallada de los resultados encontrados y se exponen
diversas ideas acerca de cua´les pueden ser las fuentes de error del programa.
Palabras clave: SIMULACIO´N, PROPULSIO´N ELE´CTRICA, PROPULSOR DE
EFECTO HALL, PLASMA, HI´BRIDO PIC-FLUIDO
Abstract
The objective of this thesis is to develop a simulation aimed to predict the stationary
state of a Hall Effect Thruster, specifically a Stationary Plasma Thruster.
First, a presentation is made about the history and importance of Hall Effect Thrusters
in the Aerospace industry. This is followed by an introductory description about the
basic principles of a HET, using the SPT-100 model as an example. The most common
performance parameters of a Hall Effect Thruster are explained, as well as some of the
most important physics phenomena regarding its functioning that ultimately affect the
feasibility of constructing a satisfactory simulation.
The second chapter portrays the different metodologies found in literature that address
the task of constructing a simulation of a Hall Effect Thruster. Based on a preliminary
study on the advantages and disadvantages of each approach, the method of simulating
a HET through a Hybrid PIC-Fluid model was selected. The simulation use an axial-
radial domain (2D) whereas the fluid model is solved in the axial direction (1D).
The third chapter describes the set of equations that characterize the system, using
different procedures for each of the species: ions, neutrals and electrons.
The fourth chapter depicts the numerical method employed to simulate the thruster.
On one hand, neutrals and ions are modelled with the Particle-In-Cell technique. On
the other hand, electrons are modelled as a fluid where its density is obtained using
a quasineutral hypothesis, whilst its dynamic and energy equations are treated with a
one dimensional approach. Since the electron dynamics is much faster than that of the
ions and neutrals, a subrutine with shorter time steps is executed for each step of the
whole system.
The fifth chapter introduces a brief description of the program developed for this thesis.
The chapter describes a general outline of the program, how it can be used to simulate
different models of HETs and the type of output produced. Lastly, a brief description
is made about the computational cost of the program and the type of work that can
be carried out to make the simulation more time efficient.
xi
xii Abstract
The sixth chapter presents the results of the simulation for a predecessor of the SPT-
100. The program could not achieve to reproduce the global parameters expected for
the thruster, thrust and efficiencies among them. However, several aspects of the sim-
ulation yielded results with close agreement to experimental values, including electric
potential and temperature. The chapter exposes datailed revision of the results pro-
duced by the simulation and some ideas are introduced about potential sources of error
in the program.
Keywords: SIMULATION, ELECTRIC PROPULSION, HALL EFFECT THRUSTER,
PLASMA, HYBRID PIC-FLUID
Cap´ıtulo 1
Propulsor de efecto Hall
1.1. Propulsores ele´ctricos
Se denomina como propulsor ele´ctrico a cualquier tipo de propulsor que acelera el
propelente a eyectar con electricidad. El intere´s en su uso surge de una limitacio´n del
tipo de propulsor ma´s conocido, el qu´ımico.
La ecuacio´n (1.1) es la ecuacio´n cla´sica de un cohete, la cual describe el cambio de
velocidad ∆v generado en un cohete de masa md como producto de una liberacio´n de
masa de propelente mp a una velocidad de escape determinada vex. En un propulsor
qu´ımico, el vex es generado a partir de la liberacio´n de energ´ıa por el rompimiento de
las ligaduras qu´ımicas del propelente. Esto establece un l´ımite ma´ximo de vex para
estos propulsores, con valores de 3 − 4 km/s para los propelentes ma´s eficientes [1].
Esto conlleva a que si se desea un ∆v grande en el cohete haga falta liberar grandes
candidades de masa de propelente. Como ejemplo, en las misiones Apollo la masa inicial
de todo el sistema era de 2900 t, si bien la ca´psula que regresaba a la Tierra con los
astronautas so´lo pesaba 5 t [6]. La gran ventaja de los propulsores ele´ctricos es que no
hay limitacio´n teo´rica en los valores de vex; en un propulsor ele´ctrico de efecto Hall
t´ıpico, por ejemplo, vex ronda los 16 km/s. Esto permite que el cohete pueda obtener
el mismo ∆v usando aproximadamente 5 veces menos combustible. Esta caracter´ıstica
de los propulsores ele´ctricos los hace atractivos para misiones espaciales de espacio
profundo, gracias a que la misma masa de propelente provee ma´s tiempo de propulsio´n
[7]; tambie´n son utilizados en sate´lites comerciales, pues la disminucio´n de peso y
volumen de propelente en el sate´lite provee ma´s espacio para carga u´til.
Otra diferencia que guardan los proulsores ele´ctricos respecto a los qu´ımicos es que los
primeros suelen tener valores de empuje mucho menores. El propulsor de efecto Hall
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modelo SPT-100, por ejemplo, tiene un empuje nominal de 81 mN, mientras que los
propulsores de monopropelente tienen valores entre 0.1 N y 100 N. Este hecho hace que
los propulsores ele´ctricos no sean adecuados para cambios ra´pidos en la trayectoria del
sate´lite, aunque, por otro lado, el bajo empuje los hace apropiados para hacer pequen˜as
correcciones de o´rbita [1].
∆v = vex log
(
md +mp
md
)
(1.1)
Entre los tipos de propulsores ele´ctricos ma´s conocidos se encuentran el Resistojet, el
Arcjet, el propulsor io´nico y el propulsor de efecto Hall [1], siendo este u´ltimo el tema
principal del trabajo.
1.2. Historia de los propulsores de efecto Hall
El propulsor de efecto Hall (HET, por sus siglas en ingle´s), junto con la mayor´ıa de los
propulsores ele´ctricos, fue concebido en los an˜os 1960s durante la carrera espacial entre
Estados Unidos y la Unio´n Sovie´tica [6]. Mientras en Estados Unidos se abandono´ el
proyecto por su aparente inviabilidad y estos concentraron sus esfuerzos en el propulsor
io´nico, en la Unio´n Sovie´tica el desarrollo fue llevado a cabo principalmente por el
Instituto Kurchatov y por Fakel Experimental and Design Bureau, en un proyecto
liderado por el f´ısico A. I. Morozov, quien es a su vez el autor de la idea del propulsor
por efecto Hall tal como se lo conoce actualmente [6].
La investigacio´n y creacio´n de esta nueva tecnolog´ıa fue hecha a lo largo de toda la
de´cada de los 60’s, dando como resultado el lanzamiento del Meteor-18 en 1971, el
primer sate´lite equipado con un propulsor de efecto Hall [6]. Posteriormente con la
finalizacio´n de la guerra fr´ıa entre Estados Unidos y la Unio´n Sovie´tica la tecnolog´ıa
de estos propulsores entro´ al mundo occidental, y desde entonces se ha diversificado
su produccio´n y alcance. Actualmente, este tipo de propulsor ha sido utilizado con
e´xito en ma´s de doscientos sate´lites, principalmente para correccio´n de o´rbita y ma´s
recientemente para puesta en o´rbita [7].
1.3. Funcionamiento ba´sico de un HET
Este trabajo se enfocara´ en el estudio de un tipo de propulsor en particular, el SPT,
debido a que el objetivo de la investigacio´n es analizar y simular los feno´menos f´ısicos
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Para´metro Valor
Potencia 1350 W
Empuje 83 mN
Voltaje de descarga 300 V
Impulso espec´ıfico 1600 s
Eficiencia total 45 %
Vida u´til >9000 h
Masa 3.5 kg
Dimensiones 225x150x125 mm
Tabla 1.1: Especificaciones principales de un SPT-100 [3].
(a) Imagen de un SPT-100[8]. El dia´metro
exterior del canal de aceleracio´n es de 100 mm,
de donde viene su nombre.
(b) Esquema ba´sico de un SPT [9]. La imagen
muestra un corte axial del propulsor.
Figura 1.1: Estructura interna y externa de un SPT-100.
que ocurren al interior de este. Sin embargo, los propulsores de plasma estacionario
(SPT, por sus siglas en ingle´s) fueron el primer tipo de HET desarrollado, y a pesar
de que acualmente existen diversos tipos de HET, el esquema y funcionamiento ba´sico
de estos sigue siendo el mismo. Debido a esto, la descripcio´n del SPT equivale a una
descripcio´n ba´sica de cualquier tipo de propulsor de efecto Hall.
La tecnolog´ıa de los SPTs fue desarrollada por el equipo de A.I. Morozov entre las
de´cadas de 1960 y 1990, y de los propulsores producidos, el ma´s estudiado y utilizado
en sate´lites ha sido el SPT-100. Esto genera confianza en su desempen˜o y permite que
se cuente con una vasta cantidad de informacio´n experimental al respecto [2]. En la
figura 1.1 se muestra un SPT-100 junto con su esquema ba´sico, mientras que la tabla
1.1 muestra sus datos nominales.
Tal como se muestra en la figura 1.1b, en la parte exterior del SPT se encuentra un
ca´todo que libera electrones y esta´ a un potencial negativo. A su vez el a´nodo, que
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se encuentra en la base del canal de aceleracio´n, mantiene un potencial positivo, lo
que hace que los electrones comiencen a viajar hacia el interior del canal. Dentro de
este, los electrones son expuestos a un campo magne´tico predominantemente radial
de aproximadamente 200 G que restringe su movimiento en el eje axial. La presencia
de este campo magne´tico y del campo ele´ctrico aproximadamente axial produce un
movimiento en los electrones caracterizado por: 1. Localmente, un movimiento circular
producido por el campo magne´tico, 2. De manera macrosco´pica, un movimiento neto
anular en el canal de aceleracio´n, descrito por la velocidad azimutal indicada en la
ecuacio´n (1.2). Esta es la denominada corriente Hall de la cual se deriva el nombre de
este tipo de propulsor.
Vθ = c
~E × ~B
~B2
(1.2)
Por otro lado, el propelente del propulsor, que en el caso del SPT-100 es gas de xeno´n,
ingresa al canal de aceleracio´n a trave´s del a´nodo. El gas difunde en el canal y se va
ionizando a trave´s de colisiones con los electrones que se encuentran atrapados en la
corriente Hall. Los iones as´ı creados, por ser mucho ma´s pesados que los electrones,
no se ven muy afectados por el campo magne´tico del canal y son acelerados gracias
a la diferencia de potencial que hay desde el punto donde son creados hasta la salida
del canal. Es importante mencionar que el campo ele´ctrico que acelera los iones en un
HET es producto tanto de la diferencia de potencial entre el ca´todo y el a´nodo como
de la distribucio´n de los electrones confinados dentro del canal de aceleracio´n.
De manera aproximada se pueden distinguir tres regiones dentro del canal de acelera-
cio´n [10]:
Regio´n cercana al a´nodo (A): En esta zona se encuentran predominantemente
a´tomos neutros de xeno´n y electrones viajando al a´nodo, que son los que logran
escapar de la corriente Hall. En esta zona la poca cantidad de electrones hace
que no sea muy alta la produccio´n de iones.
Regio´n de ionizacio´n (I): En esta zona es donde se ioniza la mayor´ıa de
los a´tomos y es donde se encuentra la mayor cantidad de electrones confinados
debido a la corriente Hall. Esta regio´n suele ser del taman˜o de unos 4− 5 mm en
un SPT-100 [10] y se encuentra en la zona del canal donde el campo magne´tico es
ma´ximo. El comportamiento de los iones y electrones en esta parte del propulsor
suele aproximarse al de un plasma cuasineutro, lo que permite que los iones
acelerados no se vean restringidos por el efecto de la ley de Child-Langmuir [11].
Esto representa una ventaja de estos propulsores respecto a los io´nicos.
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Regio´n de aceleracio´n (U): Es la regio´n que se encuentra entre la zona de
ionizacio´n y la salida del canal. En esta regio´n se ecuentran electrones viajando
hacia la zona de ionizacio´n e iones acelerados que esta´n por salir del propulsor.
Algo importante en el ciclo de un SPT es que los electrones recibidos por el a´nodo son
redirigidos al ca´todo y emitidos. Parte del haz que sale del ca´todo, como se menciono´
al principio, entra al canal de aceleracio´n, mientras que la otra parte es arrastrada por
los iones salientes, lo que hace que el producto final expulsado por el propulsor sea
ele´ctricamente neutro.
Los electrones que llegan al a´nodo provienen de dos fuentes: la primera es la produccio´n
de electrones debido a la ionizacio´n del xeno´n, y la segunda es la de los electrones que
escapan del confinamiento producido por el campo magne´tico. En cuanto a la primera
fuente de electrones, se justifica que la mayor parte de los electrones producidos en la
ionizacio´n regresa al a´nodo con dos argumentos: 1. En esta parte del canal el campo
magne´tico es mucho ma´s de´bil, lo que hace que el radio de Larmor de los electrones
sea mucho ma´s grande que el de los electrones en la corriente hall; 2. La proporcio´n de
la seccio´n eficaz de choque ela´stico entre neutros y electrones, con respecto a la seccio´n
eficaz de ionizacio´n, es de aproximadamente 10 en esta zona [10].
1.4. Ecuaciones generales
1.4.1. Empuje
En la regio´n de ionizacio´n, como se menciono´ antes, se considera al sistema de iones y
electrones como un plasma cuasi neutro, es decir, niqi ≈ −neqe. Despreciando el efecto
del campo magne´tico en los iones, estos experimentan una fuerza:
~Fi =
∫
qini ~EdV (1.3)
Por otro lado, la fuerza sobre los electrones es:
~Fe =
∫
qene ~EdV +
∫
qene~ve × ~BdV = 0 (1.4)
La fuerza resultante sobre los electrones es 0 ya que estos tienen el movimiento restrin-
gido gracias al campo magne´tico. Ahora, debido a la cuasi neutralidad del plasma, se
llega a que ~Fi = −
∫
qene ~EdV . Por otro lado, si tenemos en cuenta que el movimien-
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to neto que hacen los electrones en el plasma es el producido por la corriente Hall,
podemos escribir: ~JHall = qene~ve. Remplazando los dos te´rminos en la ecuacio´n (1.4),
concluimos:
~Fi =
∫
~JHall × ~BdV (1.5)
Ahora, as´ı como el campo magne´tico ejerce sobre los electrones una fuerza ~Fi producto
de la interaccio´n de este con la corriente Hall, por reaccio´n, los electrones ejercen una
fuerza −~Fi sobre el sistema magne´tico del propulsor, siendo esta a fin de cuentas la
fuerza de empuje generada sobre el sate´lite.
1.4.2. Ana´lisis de corrientes
Figura 1.2: Diagrama de las corrientes ele´ctricas principales en el SPT [1].
En la figura 1.2 se muestra un esquema simplificado del SPT y de su circuito adyacente,
junto con las corrientes ele´ctricas principales que aparecen en el sistema. Llamando Id
a la corriente que fluye por el circuito, vemos que se debe cumplir: Id = Iea−Iia, donde
Iea es la corriente de electrones que ingresa al a´nodo e Iia es la corriente de iones que
ingresa al a´nodo. Sin embargo, la entrada de iones al a´nodo suele ser despreciable y
se hace la aproximacio´n Id ≈ Iea [1]. Ahora, Iea = Iec + Iei, donde Iec representa los
electrones que escapan de la corriente Hall e Iei es la contribucio´n de los electrones
producidos por la ionizacio´n de los a´tomos de xeno´n.
En el ca´todo se mantiene la relacio´n: Id = Ieb+Iec+Iic, donde Ieb son los electrones que
neutralizan el haz de iones, Iic son los iones que entran al ca´todo e Iec son los electrones
que entran al canal. Lo primero a mencionar respecto a esta ecuacio´n es que se supuso
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que la corriente de electrones que entra al canal es la misma que logra escaparse de
la corriente Hall y entra al a´nodo. Esta situacio´n realmente ocurre cuando el funcio-
namiento del propulsor entra en estado estacionario; de hecho, si no se mantuviera tal
igualdad, el nu´mero de electrones presentes en el canal de aceleracio´n aumentar´ıa o
disminuir´ıa, lo que afectar´ıa la cantidad de a´tomos de xeno´n ionizados y por ende el
rendimiento entero del HET. Por u´ltimo, as´ı como en el caso del a´nodo, la cantidad de
iones que ingresan al ca´todo es despreciable, y si el SPT funcionara de manera perfecta
esta cantidad ser´ıa nula. Con esto en cuenta, la ecuacio´n queda Id = Ieb + Iec [1].
Por u´ltimo, en la figura 1.2 tambie´n se muestra la corriente de iones que escapa del HET
(Iib). Por un lado, partiendo de que el haz eyectado se neutraliza, tenemos que Iib ≈ Ieb.
Por otro lado, si suponemos que la ionizacio´n ocurrida en el canal de aceleracio´n es
ionizacio´n simple, se debe cumplir que Iib ≈ Iei ≈ Ieb; en la siguiente seccio´n se hara´
una discusio´n ma´s extensa respecto a esta afirmacio´n. De ahora en adelante se usara´
el te´rmino Ib = Iib = Ieb para describir la corriente del haz.
1.4.3. Funcionamiento de un SPT y eficiencias
Si bien la f´ısica detra´s del funcionamiento detallado del propulsor todav´ıa no termina
por comprenderse y es bastante compleja, se pueden asumir modelos del sistema a gran
escala que permiten predecir el rendimiento del propulsor con una precisio´n aceptable
[10]. En esta seccio´n se expondra´n diversas ecuaciones que permiten calcular para´metros
del propulsor a trave´s de distintos enfoques propuestos en la bibliograf´ıa.
Si se analiza el SPT como un sistema de populsor mas masa eyectada, tal como se hace
con un cohete, se puede escribir el empuje como [1]:
T ≈ m˙ivi (1.6)
Donde m˙i es el caudal ma´sico de los iones que salen del canal y vi = vex su velocidad.
En la ecuacio´n (1.6) se supuso que el empuje proporcionado por los iones es mucho
ma´s grande que el producido por los electrones que los acompan˜an o por partes del
propelente que escapan del propulsor sin ionizarse. Esta suposicio´n se explica teniendo
en cuenta que, por un lado, el campo ele´ctrico so´lo acelera las part´ıculas cargadas, y
por otro, que los electrones producen mucho menos empuje por tener del orden de cien
mil veces menos masa que los iones.
Ahora, si suponemos que los a´tomos de xeno´n son simplemente ionizados, se puede
escribir la masa de los iones eyectados del SPT como:
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Figura 1.3: Gra´fica del comportamiento de la corriente de descarga (Jd, [A]) en funcio´n del
voltaje de descarga (Ud, [V]). Esto, para m˙ =1, 2 y 3 mg/s. La gra´fica sen˜alada como 2a esta´
hecha con m˙ =2 mg/s pero para un valor de campo magne´tico distinto al o´ptimo.
m˙i ≈ IbM
e
(1.7)
Siendo M la masa de los iones y e la carga elemental. Para un SPT-100 los valores
t´ıpicos de Id e Ib rondan los 4.5 A y 3.6 A respectivamente. Con esto en cuenta, se
obtiene m˙i = 4.9 mg/s. En cuanto a vi, por conservacio´n de la energ´ıa obtenemos que:
vi =
√
2eV ∗
M
(1.8)
Donde V ∗ es la diferencia de potencial existente entre el punto de creacio´n del io´n y la
salida del canal. Morozov y Savelyev [10] indican que para un SPT t´ıpico V ∗ ≈ 2
3
− 3
4
Vd
siendo Vd el voltaje de descarga, es decir, el voltaje entre el ca´todo y el a´nodo. Un
enfoque comu´nmente usado para expresar el empuje es hacer V ∗ = Vd y posteriormente
multiplicar la ecuacio´n de empuje resultante (1.9) por un factor de eficiencia. Para la
u´ltima igualdad de la ecuacio´n (1.9) se remplazo´ M por la masa del io´n de xeno´n.
T ≈
√
2M
e
Ib
√
Vd = 1.65 Ib
√
Vd [mN] (1.9)
Otra manera de expresar el empuje surge de observar el comportamiento entre la co-
rriente de descarga Id, que da un indicio de Ib, y el voltaje de descarga Vd (figura
1.3).
En un primer ana´lisis, aumentar Vd hace que los electrones que quedan atrapados en
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la corriente Hall sean ma´s energe´ticos, lo que aumenta la probabilidad de colisio´n con
los a´tomos neutros de xeno´n, y consecuentemente, la cantidad de iones producidos.
Este proceso se ve marcado en la figura 1.3 en la parte de aumento de Id con Vd. Este
comportamiento se mantiene hasta el punto donde pra´cticamente todas las part´ıculas
neutras son ionizadas, lo que supone un tope, para un m˙ determinado, en la cantidad
de Ib producido en el propulsor; tal como se espera, este valor ma´ximo de corriente
aumenta con m˙. Este efecto se ve representado en la imagen como una l´ınea a Id
constante [10]. En las l´ıneas 2 y 3 se observa que hay una disminucio´n de Id y luego una
l´ınea a Id constante menor al Id ma´ximo posible. La explicacio´n a este comportamiento
no se ha podido encontrar en la bibliograf´ıa.
El estudio de la gra´fica lleva a la conclusio´n de que si el SPT funciona en un re´gimen
o´ptimo, pra´cticamente todos los a´tomos de xeno´n inyectados son utilizados como iones
posteriormente. De hecho, la proporcio´n ηm =
m˙i
m˙
, conocida como eficiencia de utiliza-
cio´n ma´sica, tiene valores entre 95 % y 98 % para un SPT-100 [10]. Teniendo esto en
cuenta, Ib puede expresarse como se muestra en (1.10), lo que a su vez, nos permite
encontrar una nueva expresio´n para el empuje, dada por (1.11).
Ib = ηmm˙
e
M
(1.10)
T [mN] = 1.21 ηmm˙[mg/s]
√
Vd (1.11)
Una aproximacio´n hecha hasta ahora en (1.7) y (1.10) ha sido asumir que todos los
iones son simplemente ionizados. En un SPT-100 la proporcio´n de iones doblemente
ionizados esta´ en el rango 10 % − 15 % y la proporcio´n de iones con cargas mayores
suele considerarse despreciable. Este efecto se introduce con la correccio´n ηm = αmηm,
donde [1]:
αm =
1 + 1
2
I++
I+
1 + I
++
I+
(1.12)
As´ı como ahora se tiene una fo´rmula ma´s precisa del empuje gracias a considerar el
hecho de que no todos los a´tomos se ionizan y que una parte de los ionizados son
doblemente ionizados, en la literatura existen diversas proporciones que representan
los efectos presentes en un HET que no son considerados en el modelo ma´s simple.
Algunas de estas proporciones permiten expresar T en te´rminos de distintos para´metros
del propulsor y otras son conocidas como medidas de eficiencia. A continuacio´n se
presentaran algunas de estas.
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Eficiencia de utilizacio´n de voltaje: una correccio´n que se puede introducir a las
expresiones de empuje halladas es considerar que los iones no se ionizan a trave´s de
todo el potencial sino a trave´s de un potencial promedio Vb, lo que lleva a la proporcio´n
ηd =
Vb
Vd
. As´ı, en la ecuacio´n de empuje se har´ıa el remplazo Vd → ηdVd. El factor ηd
tiene valores t´ıpicos de alrededor del 75 % [10].
Divergencia del haz de iones: Hasta ahora se ha considerado que todos los iones
salen del canal en direccio´n axial. En general las l´ıneas de flujo que siguen las part´ıculas
eyectadas son espec´ıficas de cada tipo de propulsor, y al conjunto de ellas se le denomina
forma del “haz” o “pluma” (plume, en ingle´s). Dado que los HET tienen simetr´ıa
cil´ındrica la forma del haz se puede expresar como θ(r), siendo θ el a´ngulo que forma
la velocidad de la part´ıcula con el eje. As´ı, dado que en el empuje so´lo se considera la
velocidad axial del haz, se introduce el te´rmino:
Ft =
∫ R
0
2pirJ(r) cos(θ(r))dr
Ib
(1.13)
Donde J(r) es la densidad de corriente como funcio´n del radio y R es el radio ma´ximo
del haz.
Correccio´n γ: Segu´n el enfoque dado por Dan M. Goebel y Ira Katz [1] se puede
describir el empuje de un HET sin aproximacio´n a trave´s de la ecuacio´n (1.14), donde
γ = αmFt.
T = γηm
√
2M
e
Ib
√
Vb (1.14)
Eficiencia de utilizacio´n de corriente: Se incluye la proporcio´n ηb =
Ib
Id
. Este
factor da una idea del uso que se le da a los electrones en el propulsor, pues aparece un
balance entre la cantidad de electrones usados para neutralizar el haz Ib y la cantidad
de electrones necesarios para mentener la corriente Hall Iec = Id − Ib. Esta eficiencia
suele tener un valor de 80 % en un SPT-100 [10].
Flujo de propelente en el ca´todo: Si bien hasta ahora so´lo se ha considerado la
masa de xeno´n que entra por el a´nodo, el propulsor usa masa de xeno´n para producir
electrones en el ca´todo. As´ı, m˙T = m˙ + m˙c y se introduce la relacio´n ηc =
m˙
m˙T
. Esta
relacio´n suele llamarse “eficiencia del ca´todo” y es de aproximadamente el 91 % en los
SPTs [10].
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Eficiencia ele´ctrica: La potencia ele´ctrica que requiere el propulsor (Pin) se reparte
entre la potencia que utiliza el ca´todo Pc, la necesaria para los circuitos magne´ticos
(Pmag) y la usada para la descarga (Pd). En condiciones ideales, se esperar´ıa que la
mayor cantidad de potencia posible fuera utilizada para la produccio´n del haz. Con
esto en cuenta, se define la “eficiencia ele´ctrica” como ηE =
Pd
Pin
= Pd
Pc+Pmag+Pd
.
Impulso espec´ıfico: Este para´metro es utilizado comu´nmente en la descripcio´n de
propulsores como una medida de la eficiencia de uso de propelente, y se define como
Isp = T
m˙T g
[1]. Usando las aproximaciones T = m˙ivex (Para el caso de un HET, vex = vi)
y m˙i = m˙T se llega a la expresio´n:
Isp =
vex
g
(1.15)
Que es la ma´s utilizada en la literatura.
Eficiencia total: La eficiencia del propulsor, o eficiencia total, se define como ηT =
Tvi
Pin
[10]. Usando las definiciones vistas hasta ahora se puede llegar a describir la efi-
ciencia total en te´rminos del resto de eficiencias, tal como se muestra en (1.16). En un
SPT-100, tal como se indico´ en la tabla 1.1, la eficiencia tiene un valor de 45 %− 50 %.
ηT =
Tvi
2Pin
=
T 2
2m˙TPin
= γ2ηbηdηmηE (1.16)
Eficiencia del a´nodo: Si bien la eficienta total describe el rendimiento del propulsor
entero, a veces se desea tener una medida del rendimiento de la zona de descarga,
suprimiendo la influencia del ca´todo y del sistema magne´tico. Esta cantidad se conoce
como eficiencia del a´nodo (ηa) y se describe como se muestra en la ecuacio´n (1.17) [1].
ηa =
T 2
2m˙Pd
=
ηT
ηEηC
(1.17)
Las expresiones encontradas en (1.16) y (1.17) permiten analizar co´mo diversas varia-
ciones en las componentes de un HET afectan el rendimiento general de este. As´ı, por
ejemplo, se observa que se maximiza la eficiencia de un propulsor al disminuir el flujo
de propelente hacia el ca´todo o la potencia que se dirige a los circuitos magne´ticos.
Otro ejemplo es que para un HET t´ıpico se suele observar que ηa es menor al resto de
eficiencias, lo que indica que la eficiencia de un propulsor depende de manera domi-
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nante de la dina´mica de los electrones en el canal de aceleracio´n, y por lo tanto, de su
capacidad de ionizar el propelente y luego neutralizarlo a su salida [1].
1.5. Algunos to´picos de los propulsores de efecto
Hall
Hasta ahora se ha dado un vistazo general sobre el funcionamiento de un propulsor de
efecto Hall, se mencionaron las ecuaciones ba´sicas que describen su comportamiento y
se presentaron los para´metros comu´nmente utilizados para indicar el rendimiento de
estos. En esta seccio´n del trabajo se hara´ una introduccio´n a ciertos detalles de disen˜o
y a algunos feno´menos f´ısicos presentes que hacen que el ana´lisis de un propulsor sea
bastante complejo y requiera de simulacio´n nume´rica e investigacio´n experimental y
teo´rica.
1.5.1. Campo magne´tico
De la descripcio´n ba´sica de un HET se puede concluir que el campo magne´tico cumple
un rol importante en el funcionamiento del dispositivo. Este se encarga de restringir
el avance de los electrones hacia el a´nodo y por lo tanto de maximizar la oportunidad
de que estos sean utilizados para ionizar el propelente. Un aspecto que salta a la
vista es que para un determinado potencial ele´ctrico y una determinada geometr´ıa del
propulsor, el campo magne´tico tiene que ser lo suficientemente fuerte para generar
la corriente Hall y al mismo tiempo lo suficientemente de´bil para no afectar en gran
medida la dina´mica de los iones que son expulsados del canal. Esto se representa con
las condiciones mostradas a continuacio´n:
ρe  L ρi (1.18)
Ωi  1 Ωe (1.19)
En el caso de la condicio´n (1.18), ρα =
mαvα,⊥
|qα|B es el radio de Larmor de la especie
α = i, e con carga q, masa mα y velocidad perpendicular al campo magne´tico B de
valor v⊥. L se suele tomar como la longitud del canal [10], el taman˜o caracter´ıstico del
campo magne´tico [1] o el ancho de la zona de aceleracio´n [7], mantenie´ndose en todo
caso en un rango entre medio cent´ımetro a 2-3 cm. En los SPTs se suelen mantener las
relaciones L
ρe
≈ 20− 30 y ρi
L
≈ 100 [10].
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En (1.19), Ωα =
ωα
να
es el para´metro de Hall de la especie α, να es la frecuencia de
colisio´n total de la especie y ω es la frecuencia de Larmor, definida como ωα =
|qα|B
mα
.
Si bien la condicio´n (1.18) es bastante evidente lo expuesto en (1.19) no lo es tanto,
pero puede analizarse observando cada desigualdad por separado. Ωe  1 significa que
en los electrones es mucho ma´s dominante la dina´mica de la corriente Hall que la de los
choques con los iones, a´tomos neutros y otros electrones. Este efecto significa que para
una corriente Id constante, disminuye Iec y por lo tanto aumenta Ib, lo que aumenta
ηb y por lo tanto la eficiencia total del propulsor. Por otro lado, la desigualdad Ωi  1
implica que en los iones el efecto de las colisiones es ma´s importante que el producido
por el campo magne´tico, tal como se desea [7].
Lo discutido hasta ahora indica que se puede buscar un valor de campo magne´tico que
maximice la eficiencia de un HET [7]. Para un SPT-100, por ejemplo, el valor ma´ximo
de campo magne´tico en el canal de aceleracio´n es de 200 G [12]. Sin embargo, todav´ıa
no se ha discutido el efecto de la topograf´ıa del campo magne´tico, lo que se hara´ a
continuacio´n.
Al tener en cuenta la dina´mica de los electrones en presencia del campo magne´tico,
vemos que su movimiento es restringido en el sentido perpendicular a las l´ıneas de cam-
po, mientras que no se impone ninguna restriccio´n para su movimiento en la direccio´n
paralela. Esto permite controlar la distribucio´n de los electrones en la zona de ioniza-
cio´n a trave´s de la forma de las l´ıneas de campo, lo cual se mostrara´ en el siguiente
desarrollo.
Si se modela el plasma dentro del canal de aceleracio´n como un sistema de dos fluidos,
uno de iones y otro de electrones, se puede describir al plasma entero a trave´s de las
ecuaciones (1.20),(1.21), (1.22) y las ecuaciones de Maxwell. En estas ecuaciones, D
Dt
indica la derivada material, n˙α la produccio´n de la especie α en ese punto, P¯ el tensor
de presiones, ~Rα la transferencia de momento a la especie α como producto de choques
con part´ıculas de distinta especie, a¯ : b¯ el producto aijbij, ~h la densidad de flujo de
calor y Qα el calor generado por colisiones de la especie α con part´ıculas de distinta
especie. Vale la pena mencionar que las ecuaciones (1.20),(1.21) y (1.22) esta´n escritas
en sistema gaussiano.
Dnα
Dt
+ nα∇ · ~vα = n˙α (1.20)
mαnα
D~vα
Dt
− qαnα
(
~E +
~vα × ~B
c
)
+∇ · P¯α = ~Rα (1.21)
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∂
(
3
2
nαkTα
)
∂t
+ P¯α : ∇ ~vα +∇ ·
(
3
2
~vαnαkTα + ~hα
)
= Qα (1.22)
La ecuacio´n (1.20) se conoce como ecuacio´n de continuidad, la ecuacio´n (1.21) como
ecuacio´n de momento y la ecuacio´n (1.22) como ecuacio´n de energ´ıa.
Ahora, sobre la ecuacio´n de momento de los electrones ((1.21) con α = e), se puede
asumir que estos no tienen inercia (me → 0) y adema´s ignorar el efecto de las colisiones
( ~Rα = 0), lo cual se justifica teniendo en cuenta (1.19) y el hecho de que los electrones
poseen mucha menos masa que el resto de part´ıculas en el propulsor. Con esto, llegamos
a la expresio´n:
∇
(
φ+
1
e
∫
dpe
ne
)
=
1
c
(~ve × ~B) (1.23)
Donde φ es el potencial ele´ctrico. Esta ecuacio´n nos lleva a una conclusio´n importante:
El te´rmino dentro de pare´ntesis es constante a lo largo de las l´ıneas de campo magne´tico.
Esto, sumado con el hecho de que el te´rmino dentro de la integral suele ser chico [4],
conlleva a que las varaciones de potencial ele´ctrico a lo largo de las l´ıneas de campo
magne´tico sean muy pequen˜as comparadas con los cambios en el sentido perpendicular.
Debido a este resultado, en la construccio´n de un SPT se busca que las l´ıneas de campo
magne´tico sean convexas hacia el a´nodo. Esto hace que las l´ıneas de flujo de los iones se
enfoquen hacia el eje del propulsor y as´ı no golpeen las paredes del canal en la zona de
aceleracio´n [10]. Este tipo de topograf´ıa del campo magne´tico es comu´nmente llamado
lente de plasma [7].
A. I. Morozov menciona algo adicional respecto a la forma del campo magne´tico: La
zona con Bmax debe estar cerca de la salida del canal de aceleracio´n de tal manera que
∂Br
∂z
> 0 en la mayor parte del canal [10]. La razo´n detra´s de esto es que si no se cumple
esta condicio´n, aparece una inestabilidad en el plasma que hace que la conductividad
(σ) siga la fo´rmula de Bohm:
σBohm =
enec
16B
(1.24)
El hecho de que σ ∝ 1/B con una constante de proporcionalidad tan baja hace que
los electrones atrapados por la corriente Hall difundan lo suficientemente ra´pido hacia
el a´nodo como para que el HET sea muy poco eficiente. Sin embargo, la condicio´n
sobre el campo magne´tico mencionada por Morozov hace que la conductividad sea al
menos un orden de magnitud menor que la predicha por Bohm [10], haciendo viable la
construccio´n de los propulsores por efecto Hall.
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Figura 1.4: Lineas de campo magne´tico del SPT-100B (izquierda) y SPT-100M (derecha) [2].
En la figura 1.4 se muestran las l´ıneas de campo magne´tico para los dos tipos de SPT-
100 en el mercado: el SPT-100B (izquierda) y el SPT-100M (derecha) [2]. En ambos
se muestra co´mo las l´ıneas de campo son convexas hacia el a´nodo, de acuerdo con la
condicio´n de A. I. Morozov.
Algo final para recalcar respecto al campo magne´tico es que tal como se pudo atizbar en
el ana´lisis anterior, en un plasma magnetizado cualquiera la dina´mica de los electrones
es bastante diferente al analizar su movimiento en el sentido perpendicular y en el
sentido paralelo al campo magne´tico [11]. Esto lleva a que al estudiar a los electrones
aparezcan conjuntos distintos de ecuaciones para cada direccio´n de movimiento, lo que
a su vez repercute en la manera en la que se decide modelar nume´ricamente al plasma.
1.5.2. Potencial termalizado
Partiendo de la ecuacio´n (1.23) se puede describir el potencial ele´ctrico en el plasma
(φ) con la ecuacio´n (1.25) [7], donde Ψ indica el movimiento a lo largo de una l´ınea de
campo magne´tico.
− ∂φ
∂Ψ
=
1
ene
∂pe
∂Ψ
(1.25)
Si se asume una distribucio´n maxwelliana de los electrones, es decir, pe = nekTe, y se
toma Te constante a lo largo de la l´ınea magne´tica, la ecuacio´n (1.25) puede integrarse
y se llega a la expresio´n:
φ = φ0 +
kTe(Ψ)
e
log
(
ne
n0
)
(1.26)
Donde φ0 es un potencial de referencia sobre la l´ınea de campo magne´tico Ψ tal que
en ese punto ne = n0. El potencial hallado se le conoce como potencial termalizado, y
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en la literatura es utilizado como una primera aproximacio´n para describir el potencial
ele´ctrico en el canal de aceleracio´n [1].
Es importante recalcar que justamente se llego´ a esta expresio´n con una serie de apro-
ximaciones importantes: 1. Se ignoraron las colisiones con otras especies. 2. Se asumio´
que los electrones no ten´ıan inercia. 3. Se considero´ la temperatura de los electrones
constante a lo largo de una l´ınea de campo magne´tico. 4. Se tomo´ la distribucio´n de
los electrones en el plasma como maxwelliana. De todas las aproximaciones hechas, la
ma´s alejada de la condicio´n real de los electrones en el plasma es la 4. Esto se debe
a una serie de feno´menos presentes en el propulsor que se explicara´n en las subsec-
ciones La´minas, Emisio´n secundaria de electrones, Conduccio´n cercana a las
paredes y Oscilaciones del plasma.
1.5.3. Paredes diele´ctricas y bombardeo de iones
Entre los propulsores de efecto Hall se utilizan dos enfoques distintos en cuanto a las
paredes del canal de aceleracio´n: 1. Se usa una pared conductora puesta a potencial
negativo, 2. Se recubre las paredes con un material aislante. Comparando entre ambos
enfoques, el primero produce una mayor divergencia de las l´ıneas de flujo de los iones
pero retiene por ma´s tiempo a los electrones antes de su llegada al a´nodo. En ambos
tipos de propulsor la erosio´n en las paredes producida por el bombardeo de los iones
es la mayor limitante en la vida u´til del dispositivo [7].
En el caso del SPT-100 se utiliza el segundo enfoque, y como material aislante se utiliza
el nitruro de boro (BN) puro o una mezcla de este con dio´xido de silicio (SiO2), lo cual
se conoce como Borosil. Se busca que estos materiales sean meca´nicamente fuertes,
resistentes a erosio´n y altas temperaturas (la temperatura ma´xima de los electrones
dentro de un SPT-100 es 25 eV≈ 2.90×105 K). Si bien se han probado otros compuestos
que erosionan menos ante el bombardeo de xeno´n, como alumina o carburo de silicio,
hasta ahora todos estos compuestos han mostrado caracter´ısticas en cuanto a la emisio´n
secundaria de electrones que hacen que la eficiencia del propulsor sea menor [7].
1.5.4. La´minas (sheaths)
En un HET, como en cualquier dispositivo que confina plasma, se forman la´minas
(sheaths en ingle´s) en las paredes como producto de la interaccio´n del plasma con
estas. En un plasma cuasi-neutro usualmente la temperatura de los electrones es mayor
a la de los iones, lo que resulta en velocidades te´rmicas mayores. Si se asume que las
part´ıculas que colisionan con las paredes quedan atrapadas en el material, debido a que
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los electrones colisionan con mucha mayor frecuencia, se termina creando en la pared
un potencial negativo con respecto al plasma. Debido a que el plasma es cuasi-neutro
este logra apantallar el potencial negativo en una longitud de unas cuantas capas de
Debye. A este potencial negativo que surge en las paredes y que decae exponencialmente
con la distancia se le conoce como la´mina [11]. La creacio´n de las la´minas en las
paredes interiores del canal de aceleracio´n produce que se pierda una menor cantidad
de electrones por choque en las paredes, pero aumenta las colisiones de iones, y por lo
tanto, la erosio´n.
La formacio´n de las la´minas en un HET es afectada por el bombardeo de iones, y a
su vez, este proceso afecta de manera directa en la emisio´n secundaria de electrones
y la conduccio´n cercana a las paredes, temas que se tratara´n a continuacio´n. Debido
a la relacio´n entre todos estos feno´menos la formacio´n de las la´minas en un HET es
un tema mucho ma´s complejo que en otros dispositivos que utilizan plasmas y por lo
tanto ha requerido una investigacio´n ma´s extensiva [10].
1.5.5. Emisio´n secundaria de electrones (SEE)
Se le conoce como emisio´n secundaria de electrones (SEE, por sus siglas en ingle´s) a
la emisio´n de electrones de una pared luego de que algu´n electro´n impactara en ella.
Los electrones emitidos pueden ser de dos tipos: puede ser el mismo electro´n que choca
contra la pared y rebota ela´sticamente, o puede ser un electro´n diferente emitido como
resultado de la energ´ıa liberada por el electro´n incidente en el aislante. En el caso de
los diele´ctricos hechos a base de boro, como en el caso del SPT-100, alrededor del 70 %
de los electrones secundarios son del primer tipo.
Para llegar a una idea de que´ tan probable son las colisiones de los electrones con las
paredes, en un SPT-100 el camino libre medio entre electrones y neutros, la part´ıcula
con la que ma´s colisionan los electrones, es del orden de 1 m, mientras que la distancia
entre la pared interior y exterior del canal es de 2 cm [9]. Ahora, de estos electrones
incidentes, algunos logran invertir su direccio´n radial antes de llegar a la pared gracias
al campo ele´ctrico de las la´minas, mientras que los otros son productores de electrones
secundarios. A la relacio´n de electrones secundarios respecto a electrones incidentes se le
conoce como coeficiente de emisio´n de electrones secundarios, y para valores t´ıpicos de
un SPT (Te = 20−30 eV y pared de BN), este alcanza valores cercanos a 1 [10], [9]. Los
valores mencionados muestran que el feno´meno de emisio´n de electrones secundarios
juega un rol importante en la dina´mica de las part´ıculas dentro del canal de aceleracio´n.
La distribucio´n de velocidades y direcciones en las que son emitidos los electrones
secundarios se ve afectada por la presencia del campo ele´ctrico axial y el campo ele´ctrico
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de las la´minas, lo cual lleva a la creacio´n del feno´meno conocido como conduccio´n
cercana a las paredes [9].
1.5.6. Conduccio´n cercana a las paredes (NWC)
Se conoce como conduccio´n cercana a las paredes (NWC, por sus siglas en ingle´s) al
incremento en la conduccio´n de los electrones hacia el a´nodo como producto de la
interaccio´n que tienen los electrones secundarios en las cercan´ıas de las paredes con el
campo ele´ctrico axial, el campo ele´ctrico de las la´minas y el campo magne´tico. Dentro
de este feno´meno se pueden considerar varios subprocesos:
Consideremos el modelo simple de un electro´n chocando ela´sticamente con las
paredes y realizando un movimiento helicoidal, producto del campo Br, en su
trayecto entre paredes. Si se tiene en cuenta so´lo la componente axial del movi-
miento del electro´n, se observa que esta oscila en funcio´n de r entre las paredes;
luego, si este movimiento no es un mu´ltiplo entero de las oscilaciones, se genera
una corriente neta en la direccio´n axial [10]. As´ı, al tener en cuenta a todos los
electrones y sus trayectorias entre choques con las paredes puede generarse una
corriente neta en la direccio´n del a´nodo. Este feno´meno se ve incrementado por la
produccio´n de electrones secundarios que se desprenden del material, pues estos
electrones tienen una funcio´n de distribucio´n que favorece que la primera semi-
oscilacio´n ocurra en direccio´n al a´nodo, gracias a la presencia del campo ele´ctrico
axial [9].
La literatura sobre este tema recalca que la mayor parte de esta conduccio´n
es producida cerca de las paredes y que esta no es monoenerge´tica, habiendo
sido ambas caracter´ısticas comprobadas experimentalmente. El segundo factor se
entiende al recordar que la funcio´n de distribucio´n de los electrones secundarios
es dependiente de la energ´ıa de los electrones incidentes, y que estos no tienen
una distribucio´n monoenerge´tica. En cuanto al primer factor, se puede ver que las
contribuciones a la corriente neta por parte de electrones a distintas velocidades
se van cancelando entre s´ı a medida nos alejamos de la pared, por la diferencia
de amplitud y periodo de las oscilaciones; por otro lado, teniendo en cuenta que
la mayor´ıa de las primeras semi-oscilaciones ocurren en direccio´n al a´nodo, se
puede concluir que cerca a la pared s´ı se generara´ una corriente neta [9]. De ah´ı
el nombre del feno´meno.
Despue´s de un tiempo de uso, en un SPT se generan irregularidades en las paredes
del canal de aceleracio´n. Esto ocasiona que los electrones secundarios salgan de las
paredes con direcciones preferenciales determinadas por el tipo de irregularidades
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de la zona. Incluso, a veces se producen mu´ltiples choques en la misma pared antes
de que el electro´n se dirija al centro del canal de aceleracio´n; en el intervalo entre
estos choques sucesivos el electro´n es arrastrado en la direccio´n del a´nodo gracias
al campo ele´ctrico.
El proceso de NWC tambie´n se ve afectado por las colisiones de los electrones
con a´tomos neutros e iones. De hecho, se ha encontrado recientemente que se
pueden predecir mejor los resultados experimentales utilizando el modelo de no-
colisio´n desarrollado por A. I. Morozov al agregarle el efecto de recombinacio´n
entre iones y electrones [9]. Otra caracter´ıstica de los HETs que podr´ıa afectar
la NWC es la topograf´ıa del campo magne´tico. Usualmente el campo magne´tico
utilizado disminuye en magnitud a medida r es ma´s grande, y las l´ıneas de campo
se curvan, es decir, son menos radiales, a medida nos acercamos a las paredes del
canal. Esto disminuye la probabilidad de que los electrones cercanos a las paredes
queden atrapados en la corriente Hall.
1.5.7. Oscilaciones del plasma
El rendimiento de los propulsores de efecto Hall tambie´n se ve afectado por oscilaciones
presentes en el plasma dentro del canal de aceleracio´n. El estudio de estas oscilaciones
es de gran importancia ya que produce variaciones en el campo ele´ctrico axial (E), en el
campo magne´tico y en la densidad de part´ıculas del plasma, lo que termina impactando
la eficiencia total del dispositivo. No obstante, estas oscilaciones pueden ser atenuadas
con variaciones en los valores de Id y Vd, por lo cual tener informacio´n sobre estas
oscilaciones permite programar la PPU (Unidad de procesamiento de potencia, en
ingle´s) del propulsor para disminuir estos efectos.
En un SPT se observan oscilaciones en el rango 1 kHz-60 MHz. A continuacio´n se men-
cionara´n algunas de estas oscilaciones, clasificadas por rango de frecuencias [13]:
1-20 kHz: Estas oscilaciones llegan a ser las ma´s fuertes para ciertos valores
de B/Bopt, donde Bopt es el valor de campo magne´tico o´ptimo para el SPT. Si
B/Bopt > 1 las oscilaciones provocadas en el campo ele´ctrico son del orden del
E nominal, y si B/Bopt < 0.76, pasan a ser del orden de 10 % de E. Puesto que
estas oscilaciones no aparecen si B/Bopt = 0.95−1.0, este feno´meno es fa´cilmente
evitable manteniendo al SPT en valores nominales. En cuanto a su origen, se cree
que estas oscilaciones se producen por inestabilidades en la posicio´n de la zona
de ionizacio´n [13].
20-60 kHz con drift azimutal: Estas oscilaciones esta´n presentes en el rango
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B/Bopt = 0.4− 1.0 y en el rango de oscilaciones ma´s fuertes produce variaciones
de E del orden de 0.1 sobre su valor nominal. Estas oscilaciones generan un rayo
que rota azimutalmente en la zona ∂Br
∂z
> 0, lo que impacta de manera importante
en el transporte de los electrones. Sin embargo, la amplitud de estas oscilaciones
es mucho ma´s baja para el rango B/Bopt = 0.95− 1.0, y a pesar de la existencia
del rayo anteriormente mencionado, de manera general no se ve muy afectada la
eficiencia del propulsor.
20-100 kHz sin drift azimutal: Estas oscilaciones se producen en el rango
B/Bopt = 0.76 − 1.0 y generan variaciones menores al 10 % de E. Se considera
que el origen de estas oscilaciones puede provenir de inhomogeneidades en partes
del plasma que esta´n de´bilmente ionizadas, o de los procesos de choques entre
electrones y a´tomos neutros que generan ionizacio´n.
70-500 kHZ: Estas oscilaciones son relevantes durante el funcionamiento del
propulsor en re´gimen o´ptimo. Pueden llegar incluso a tener amplitudes del 30 %
del voltaje de descarga. Aumentan a medida se aumenta Br, y se ha observado
que son bastante independientes de m˙ para un voltaje de descarga fijo pero
fuertemente dependientes del perfil de Br. Se cree que son importantes en la
difusio´n ano´mala para poder llevar electrones al a´nodo.
> 0.5 MHz : En este rango de frecuencias aparece una oscilacio´n azimutal
que toma valores entre 2 MHz y 5 MHz y que disminuye con el aumento de Br.
La fuente de estudio usada para este tema [13] menciona que esta oscilacio´n es
importante en la zona B/Bopt ∼ 1.0, y que el resto de las oscilaciones a frecuencias
ma´s altas han sido poco estudiadas y tienen poco impacto en el propulsor, y por
lo tanto, en el disen˜o de la PPU.
Actualmente se cree que los dos feno´menos que ma´s impactan el transporte de elec-
trones hacia el a´nodo son las oscilaciones del plasma y la conduccio´n cercana a las
paredes [9], por lo que ambos feno´menos han sido objeto de estudio extensivo a trave´s
de simulaciones nume´ricas.
Cap´ıtulo 2
Simulacio´n de un propulsor de
efecto Hall
En este cap´ıtulo se describira´n algunas perspectivas desde las cuales se ha encarado
el problema de simular nume´ricamente los feno´menos f´ısicos de un propulsor de efecto
Hall.
La simulacio´n de estos propulsores se suele hacer con dos objetivos:
1. Investigacio´n: Las simulaciones hechas con este objetivo suelen ser bastante
complejas, pues intentan describir con el mayor detalle posible todos los feno´me-
nos f´ısicos que ocurren al interior de un propulsor. Debido a que no se termina de
entender completamente la f´ısica de los propulsores, y adema´s resulta complicado
hacer mediciones experimentales en algunos casos, la simulacio´n nume´rica se ha
utilizado como herramienta para estudiar algunos feno´menos y el impacto que
tienen en el funcionamiento completo del propulsor. Como ejemplos, se puede
mencionar el estudio de erosio´n en las paredes del canal de aceleracio´n [14] y el
estudio de la recombinacio´n en la NWC [9].
2. Predecir el comportamiento general de un propulsor: Las simulaciones
realizadas con este tipo de enfoque son a menudo menos complejas que las usadas
para investigacio´n. En este caso se busca que la simulacio´n permita predecir bajo
ciertos grados de error el comportamiento general del propulsor, lo cual es u´til en
la construccio´n de los circuitos de control de los propulsores y como un primer
vistazo cuando se busca disen˜ar un nuevo propulsor.
Ba´sicamente, la gran mayor´ıa de las simulaciones parten de una descripcio´n cine´tica
de las part´ıculas involucradas en el propulsor o del modelamiento de estas como fluidos
(ecs. (1.20)-(1.22)). Por un lado, la descripcio´n cine´tica de las part´ıculas individuales
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hace que una simulacio´n de este tipo sea muy costosa computacionalmente [15], pero
permite programar cada uno de los feno´menos involucrados con las ecuaciones desa-
rrolladas teo´ricamente. Por otro lado, las ecuaciones de fluidos, al ser macrosco´picas,
son mucho menos costosas pero suelen simplificar muchos aspectos cine´ticos [15]. Si
se utilizan las ecuaciones de fluidos cada uno de los feno´menos involucrados (NWC,
la´minas, ionizacio´n, difusio´n, etc.) necesita llevarse a una descripcio´n matema´tica ma-
crosco´pica acorde al modelo usado para la simulacio´n, usualmente tomando algunas
aproximaciones o proponiendo formas funcionales con para´metros libres. Un ejemplo
de esto es el uso extensivo que se ha hecho en las simulaciones del potencial termalizado
o de la difusio´n de Bohm [1].
Un aspecto del propulsor de efecto Hall que tiene mucha relevancia al momento de
construir el co´digo es la gran diferencia que hay entre la dina´mica de los electrones y la
de los a´tomos de xeno´n. Debido a que la masa de un electro´n es aproximadamente 105
veces menor que la del xeno´n, los tiempos t´ıpicos de la dina´mica de los electrones son
mucho menores, lo que dificulta establecer un paso de tiempo esta´ndar en la simulacio´n.
Este percance ha llevado a que en la mayor´ıa de las simulaciones se establezca una
subrutina de N = 102 − 105 iteraciones sobre las ecuaciones de los electrones por cada
paso de tiempo en las ecuaciones de las part´ıculas ma´s pesadas [16]. Otra manera
utilizada para solucionar el problema ha sido plantear directamente la ecuacio´n de
momento de los electrones (1.22 con α = e) en el caso estacionario, y so´lo dejar como
variante en el tiempo la ecuacio´n de energ´ıa de los electrones (1.21 con α = e) [4].
Para resumir, a continuacio´n se mencionan algunos de los enfoques encontrados en
la literatura en referencia a las ecuaciones fundamentales escogidas para describir la
dina´mica de las part´ıculas. Esto, en el marco de las simulaciones nume´ricas.
1. Simulacio´n de los electrones, iones y a´tomos neutros a trave´s de la ecuacio´n de
Boltzmann [15].
2. Simulacio´n de los electrones como un fluido y descripcio´n de los iones a trave´s de
la ecuacio´n de Vlasov [1].
3. Simulacio´n de electrones, iones y a´tomos neutros a trave´s del modelo de fluido.
Para este enfoque se utilizan las ecuaciones de continuidad de las tres especies,
las ecuaciones de momento de iones y electrones y la ecuacio´n de energ´ıa de los
electrones [16], [17].
4. Simulacio´n de las tres especies a trave´s de la te´cnica PIC (Particle-In-Cell). Este
me´todo nume´rico permite hacer una descripcio´n de la dina´mica con ecuaciones
de part´ıculas individuales, por lo que so´lo hace falta utilizar la conservacio´n de
momento y la conservacio´n de masa en caso de haber transformacio´n de part´ıculas
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de una especia a otra, como en el caso de la ionizacio´n o recombinacio´n [4].
Este tipo de co´digos utilizan me´todos de Monte Carlo (MC) para evaluar la
probabilidad de colisio´n, ionizacio´n y recombinacio´n [18].
5. Simulacio´n h´ıbrida entre PIC/MC y modelo de fluido. En este tipo de enfoque se
simulan los a´tomos neutros y los iones a trave´s de PIC junto con las ecuaciones
de conservacio´n de momento y masa, mientras que los electrones se modelan con
las ecuaciones (1.20), (1.21) y (1.22) para α = e.
De todas los enfoques mostrados el que ma´s gano´ popularidad en los u´ltimos an˜os es
el quinto; esto, gracias al co´digo HPHall desarrollado por Martinez-Sanchez y Fife en
el an˜o 1995 [1], [4].
Si bien con el pasar de los an˜os este y otros co´digos han ido incluyendo cada vez ma´s
efectos del propulsor para hacerse ma´s precisos y ma´s u´tiles para investigacio´n, algunas
de sus primeras versiones ya permit´ıan calcular para´metros como el empuje, el Isp o la
eficiencia total con errores menores al 10 % [4]. Esto sugiere la posibilidad de utilizar
una versio´n simplificada de alguno de estos co´digos para el presente trabajo.
2.1. Discretizacio´n de las ecuaciones
Debido a la relativa facilidad de su implementacio´n, a que se cuenta con bibliograf´ıa al
respecto y a que genera resultados satisfactorios, para este trabajo se hizo un primer
filtro donde se escogieron los u´ltimos tres enfoques como los ma´s viables para utilizar.
A continuacio´n se describira´n algunos de los me´todos nume´ricos utilizados para dis-
cretizar las ecuaciones ((1.20)-(1.22)) y las ecuaciones de conservacio´n de momento y
nu´mero de part´ıculas.
2.1.1. Modelo de fluido
Luego de una revisio´n bibliogra´fica, el grupo de personas que lleva a cabo este trabajo
ha encontrado en la literatura dos maneras en las que se discretizan las ecuaciones
((1.20)-(1.22)). Una de ellas es a trave´s del me´todo de MacCormack y otra es a trave´s
de un planteamiento de elementos finitos.
Me´todo de MacCormack: Este me´todo se basa en diferencias finitas y es usual-
mente utilizado para integrar ecuaciones con te´rminos de conveccio´n-difusio´n, tales
como las ecuaciones de Navier-Stokes. Es de tipo predictor-corrector y es expl´ıcito en
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el avance temporal, lo cual lo hace sencillo de implementar y con bajo costo compu-
tacional. Este me´todo mantiene una precisio´n de segundo orden tanto en el espacio
como en el tiempo [4].
Debido a que el me´todo de MacCormack es comu´nmente utilizado para las ecuacio-
nes de Navier-Stokes, para las ecuaciones de fluidos en plasmas se utiliza un me´todo
modificado que incluye todos los efectos que se decida tener en cuenta para la simula-
cio´n. Asimismo, la inecuacio´n para la discretizacio´n temporal que indica la estabilidad
del me´todo de MacCormack no es exacto para plasmas [4], y se hace necesario buscar
el l´ımite de estabilidad manualmente. Usualmente se termina utilizando un ∆t entre
10−8 s y 10−10 s.
Como ejemplo, en el co´digo desarrollado por Martinez-Sanchez y Fife se utiliza el
me´todo para el avance temporal de la ecuacio´n (1.22) [4], mientras que en el co´digo
de Martinez-Sanchez y C. A. Lentz [16] se usa adicionalmente para las ecuaciones de
continuidad.
Elementos finitos: En la discretizacio´n por elementos finitos se usa este me´todo para
la discretizacio´n espacial y diferencias finitas para la discretizacio´n temporal. Para el
avance en el tiempo se suele utilizar Runge-Kutta de orden 4 o algu´n me´todo impl´ıcito
[19].
En cuanto a la parte espacial, se usa una grilla de tria´ngulos o cuadrila´tetos para dividir
el dominio en elementos, y como funciones base se usan funciones de interpolacio´n de
tipo Chebyshev, Lagrange o Hermite de grado k; adicionalmente, se pueden agregar
funciones “bubble” para la velocidad que otorgan precisio´n a los valores calculados
[19]. Las ecuaciones de fluido para plasmas son llevadas a su formulacio´n de´bil y esto
permite plantear un sistema matricial de ecuaciones e inco´gnitas que permite calcular
los valores de velocidad, densidad, temperatura, etc. en cada paso de tiempo [19].
Al comparar los resultados obtenidos en las simulaciones hechas con ambos me´todos
nume´ricos se ve que ambos enfoques permiten calcular para´metros generales del propul-
sor, tales como el empuje o la eficiencia, a un margen aceptable (< 10 %) [4], [17]. Esto
hace viable la utilizacio´n de cualquiera de los dos me´todos para el presente trabajo.
2.1.2. Particle-In-Cell
El me´todo de Particle-In-Cell (PIC) toma un enfoque distinto al intentar resolver el
problema de no poder modelar la cantidad de part´ıculas habituales en el plasma. En
vez de conglomerar a las part´ıculas y tratarlas como un fluido, este me´todo agrupa las
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part´ıculas en “superpart´ıculas”. Estas superpart´ıculas se comportan como part´ıculas
individuales y de alguna manera “representan” el movimiento promedio de todas las
part´ıculas que la componen. As´ı, para cada superpart´ıcula se calcula su avance en el
tiempo a trave´s de su ecuacio´n de movimiento, mientras que el feno´meno de las coli-
siones es incluido utilizando una te´cnica de Monte Carlo para estimar la probabilidad
de choque en cada instante de tiempo [4].
Posteriormente, las cantidades tales como densidades o corrientes son calculadas so-
lamente en los nodos de una grilla. Esto se realiza a trave´s de “funciones peso” que
computan las cantidades buscadas en los nodos como promedios pesados que tienen en
cuenta la influencia de las part´ıculas cercanas al nodo espacialmente. Luego, teniendo
estas cantidades “macrosco´picas” calculadas, se evalu´an las ecuaciones de campos elec-
tromagne´ticos en los puntos de la grilla, y en el caso de los me´todos h´ıbridos, tambie´n
las ecuaciones de fluidos. Por u´ltimo, se usa un esquema inverso al de las funciones
peso para computar los valores de los campos en las posiciones de las part´ıculas, y con
esto, se hace el avance temporal mencionado al principio [4].
En el caso del co´digo HPHall, se usa Leap-Frog como me´todo nume´rico para el avance
temporal de las part´ıculas, con un ∆t de valor 5× 10−8 s [4].
Algo importante a mencionar respecto a todos los co´digos encontrados en la literatura
es que estos son hechos en 1-D o 2-D [1]. Gracias a que la mayor´ıa de los HETs tie-
nen simetr´ıa cil´ındrica, los efectos que ocurren dentro del canal de aceleracio´n suelen
tener simetr´ıa azimutal, por lo que las simulaciones so´lo tienen en cuenta las coorde-
nadas axial y radial. Para los co´digos 1-D se suelen incluir te´rminos en las ecuaciones
((1.20)-(1.22)) que buscan representar el efecto de los feno´menos que son intr´ınsica-
mente bidimensionales, tales como el choque entre part´ıculas o el choque contra las
paredes del canal de aceleracio´n [16]. Con esto se suprime la coordenada radial y so´lo
se simula la coordenada axial.
2.2. Me´todo a implementar
Despue´s de analizar las distintas opciones que se ten´ıan para realizar la simulacio´n, y
hacer pruebas simplificadas con los me´todos basados en PIC y el modelo de fluidos, se
escogio´ realizar el programa con los siguientes lineamientos:
1. El espacio de discretizacio´n sera´ el canal de aceleracio´n y una porcio´n del espacio
afuera del canal. Se tomara´ el dominio bidimensional sobre los ejes coordenados
{z, r} asumiendo simetr´ıa azimutal.
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2. Los a´tomos neutros y los iones sera´n simulados con el me´todo PIC en un dominio
bidimensional que cubre el eje axial y el radial. El avance de las part´ıculas se
realizara´ con el me´todo Leap-frog.
3. Tal como se menciono´ anteriormente, la dina´mica de los electrones tiene tiempos
caracter´ısticos mucho menores a la de los iones y neutros, lo que conlleva a hacer
una subrutina propia para los electrones mientras se mantiene el tiempo constante
para el resto de las especies. En el programa se tomara´ el enfoque presentado por
J. Fife y M. Martinez-Sanchez [4], en el que se modelara´n los electrones como un
fluido y se asumira´ para todo instante la cuasineutralidad en el plasma, variando
temporalmente so´lo la ecuacio´n de energ´ıa.
Por otra parte, aprovechando la poca variacio´n de algunas propiedades del plasma
en el sentido paralelo al campo magne´tico, se reducira´ la mayor parte del ana´lisis
de la dina´mica de los electrones al sentido perpendicular al campo, lo que a su
vez conduce a plantear las ecuaciones en una sola dimensio´n.
En el siguiente cap´ıtulo se hara´ un ana´lisis ma´s extenso de las ecuaciones a utilizar y
se justificara´ las elecciones aqu´ı enunciadas respecto a la simulacio´n a realizar.
Cap´ıtulo 3
Modelo del sistema
En el presente cap´ıtulo se describira´n las ecuaciones que modelara´n la dina´mica de las
distintas part´ıculas presentes en el propulsor.
3.1. Iones
Como se menciono´ en la seccio´n 2.2 los iones sera´n modelados a trave´s de super-
part´ıculas, por lo que las ecuaciones son las mismas que corresponder´ıan a part´ıculas
individuales. En este sentido, los feno´menos que afectar´ıan el movimiento de los iones
son los siguientes:
1. Campo ele´ctrico: La contribucio´n es calculada a trave´s de la ecuacio´n (3.1),
con e la carga elemental y ~E el campo ele´ctrico.
~Fi = e ~E (3.1)
2. Campo magne´tico: Tal como se menciono´ en la seccio´n 1.5, el campo magne´ti-
co de un HET es escogido de tal manera que su influencia sobre los iones puede
considerarse despreciable. Debido a esto, no se tendra´ en cuenta esta contribucio´n
en la dina´mica de los iones.
3. Colisiones io´n-io´n y neutro-io´n: La seccio´n eficaz del Xeno´n para la colisio´n
io´n-neutro es de 2.15 × 10−18 m−2 [4]; para una densidad de iones del orden de
1018 m−3 y una densidad de neutros del orden de 1019 m−3, valores t´ıpicos para un
propulsor de efecto Hall, el camino medio obtenido es del orden de los cent´ımetros.
Considerando esto y que los choques entre iones son menos frecuentes que las
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colisiones io´n-neutro (debido a la menor densidad de los iones), se desprecian
ambos efectos para esta simulacio´n.
4. Colisiones io´n-electro´n: La colisio´n entre un io´n y un electro´n lleva al feno´meno
de recombinacio´n, es decir, a que el io´n se neutralice. A gran escala, el efecto de
la recombinacio´n en un propulsor de efecto Hall es pequen˜o y por lo tanto puede
despreciarse [4].
5. Paredes: Al chocar contra las paredes los iones arrancan electrones y se convier-
ten en a´tomos neutros. Por otro lado, si bien el choque se considerara´ ela´stico,
el neutro saliente mantendra´ so´lo la magnitud de la velocidad. La direccio´n de la
velocidad sera´ aleatoria [20].
3.2. Neutros
En cuanto a los neutros, estos son afectados por las colisiones con otras part´ıculas y
con las paredes.
En cuanto a la colisio´n con otras part´ıculas, ya se decidio´ no tener en cuenta las colisio-
nes con los iones; las colisiones neutro-neutro tambie´n se despreciara´n bajo el mismo
razonamiento, pues el camino libre medio termina siendo del mismo orden de las dimen-
siones del propulsor [10]. Por otro lado, las colisiones entre neutros y electrones sera´n
tratados directamente con el feno´meno de ionizacio´n, en el cual el neutro directamente
desaparece para dar paso a la creacio´n de un io´n. Otro feno´meno que se podr´ıa tener
en cuenta es la colisio´n entre electrones y neutros que no involucra ionizacio´n, pero la
diferencia de masa entre ambas especies hace que el neutro no se vea afectado por el
choque.
El choque entre neutros y las paredes, tal como en el caso de los iones, conservara´ la
magnitud de la velocidad pero no su direccio´n, escogie´ndose esta u´ltima de manera
aleatoria.
3.3. Electrones
En la seccio´n 1.5 se indico´ que la dina´mica de los electrones en el plasma sigue compor-
tamientos muy diferentes en el sentido paralelo y perpendicular a las l´ıneas de campo
magne´tico. Por tal razo´n, se buscara´ un nuevo sistema de coordenadas que permita un
tratamiento ma´s sencillo de las ecuaciones.
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Figura 3.1: Comportamiento t´ıpico de las l´ıneas de campo magne´tico dentro de un SPT-100
junto con el nuevo sistema de coordenadas definido.
3.3.1. Coordenadas
En la figura 3.1 se muestran las l´ıneas de campo magne´tico junto con el sistema de
coordenadas {tˆ, nˆ}. Estas coordenadas se definen de acuerdo a la ecuacio´n (3.2), de tal
manera que tanto nˆ como tˆ son unitarios y ortogonales entre s´ı; adema´s, cumplen que tˆ
es siempre tangente a las l´ıneas de campo magne´tico mientras que nˆ es perpendicular.
tˆ =
Br
B
eˆr +
Bz
B
eˆz
nˆ =
Bz
B
eˆr − Br
B
eˆz (3.2)
Ahora, debido a que tanto en el canal de aceleracio´n como en el exterior del propulsor
no hay circuitos magne´ticos, en esta regio´n se cumple que ∇ · ~B = 0, lo que permite
plantear una funcio´n λ que satisfaga que su gradiente es ortogonal a ~B en todo punto.
Tal funcio´n se describe de acuerdo a la ecuacio´n (3.3).
∂λ
∂z
= rBr
∂λ
∂r
= −rBz (3.3)
Con λ descrito de esta manera, se cumple que ∇λ · tˆ = 0 y ∇λ · nˆ = −rB, o dicho de
otra manera:
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∂
∂nˆ
= −rB ∂
∂λ
(3.4)
Con esto, si se trabaja las ecuaciones de dina´mica de los electrones en una sola di-
mensio´n, la perpendicular a las l´ıneas de campo magne´tico, basta con plantear dichas
ecuaciones con respecto a λ. As´ı, a λ constante las propiedades como la temperatura o
la velocidad de los electrones se mantienen constantes, y las variaciones espaciales de
estas propiedades pueden expresarse como derivadas con respecto a λ.
La razo´n para la utilizacio´n de λ como coordenada reside en que si se trabaja con
un espaciamiento de λ uniforme, de acuerdo a la ecuacio´n (3.4) vemos que a medida
que la magnitud del campo magne´tico crece, la derivada con respecto a nˆ disminuye.
Esto significa que al pasar los valores hallados al dominio {z, r}, habra´ un mallado
ma´s fino en las zonas con B alto. Consecuentamente, en estas zonas donde pueden
ocurrir variaciones bruscas en las propiedades del plasma se obtiene mayor resolucio´n,
mientras que se obtiene menor discretizacio´n para zonas con campo bajo, optimizando
as´ı el co´digo. Adema´s, si se conoce el campo magne´tico y la geometr´ıa del sistema se
puede hallar λ en todo el espacio fa´cilmente. Por otro lado, el te´rmino r aparece en
la definicio´n de λ debido a que el campo magne´tico debe cumplir que ∇ · ~B = 0 de
acuerdo a la ley de Gauss. Para coordenadas cil´ındricas la ley queda expresada como:
∇ · ~B = 1
r
∂
∂r
(rBr) +
1
r
∂Bθ
∂θ
+
∂Bz
∂z
(3.5)
En el caso de un propulsor de efecto Hall, el campo magne´tico no tiene componente
azimutal (Bθ = 0) y la componente axial es mucho ma´s pequen˜a que la radial, lo
que nos deja con la aproximacio´n 1
r
∂
∂r
≈ 0. Esto muestra que el producto rBr tiende
a mantenerse constante ante variaciones de r. As´ı, el mallado de λ que se establece
termina siendo aproximadamente constante a lo largo de r.
3.3.2. Direccio´n paralela al campo magne´tico
Potencial termalizado
En el presente trabajo se asumira´ que la temperatura de los electrones es constante
sobre las l´ıneas de campo magne´tico. Esto permitira´ utilizar la ecuacio´n de potencial
termalizado (1.25) y por lo tanto hallar el potencial ele´ctrico a lo largo de las l´ıneas de
campo magne´tico si se conoce su valor y el valor de la densidad de electrones en un
punto sobre las l´ıneas. Ahora rescribimos la ecuacio´n (1.25) como:
3.3 Electrones 31
φ = φ∗(λ) +
kTe(λ)
e
log(ne) (3.6)
φ∗(λ) = φ0 − kTe
e
log(n0) (3.7)
De ahora en adelante, nos enfocaremos en hallar φ∗(λ), pues con esto y sabiendo Te se
resuelve φ en todo el dominio.
3.3.3. Direccio´n perpendicular al campo magne´tico
Ecuacio´n de momento
Ahora plantearemos la ecuacio´n de momento de un fluido para los electrones en la di-
reccio´n perpendicular al campo magne´tico, como se muestra en (3.8). En esta ecuacio´n,
ue es la velocidad de los electrones en la direccio´n nˆ.
mene
Due
Dt
+ ene
(
~E +
ue × ~B
c
)
nˆ
+
(
∇ · P¯e
)
nˆ
=
(
~Re
)
nˆ
(3.8)
Primero analizaremos el te´rmino dependiente del tiempo. Tal como se menciono´ en
la seccio´n 2.2 se considerara´ que los electrones llegan al estacionario de manera ins-
tanta´nea, por lo que la sumatoria de fuerzas sobre la part´ıcula de fluidos es nula y
no existe aceleracio´n, es decir, DUe
Dt
= 0. En cuanto al te´rmino electromagne´tico so´lo
queda la componente del campo ele´ctrico en nˆ, pues ue × ~B en la direccio´n de ue es 0.
Para el tensor de presiones, si asumimos la presio´n isotro´pica, el te´rmino queda redu-
cido a (∇pe)nˆ. Por u´ltimo, el te´rmino de transferencia de momento se puede modelar
como ~Re =
∑
αmeneνeα(~vα − ~ve). Para simplificar el modelo nos quedaremos con el
te´rmino de colisio´n io´n-electro´n solamente. Con todos los cambios, la ecuacio´n (3.8)
queda convertida en:
nemeνei(ui − ue) = (∇pe)nˆ + eneEnˆ (3.9)
Ahora se introduce la definicio´n de movilidad µe =
e
meνei
, que indica la facilidad con
la cual los electrones pueden moverse por el plasma. Adema´s, asumiremos que el gas
de electrones sigue una distribucio´n de Maxwell-Boltzmann, por lo cual pe = nekTe.
Haciendo estos remplazos la ecuacio´n de momento queda escrita como se muestra en
la ecuacio´n (3.10).
ue − ui = −µe
(
Enˆ +
kTe(∇ne)nˆ
ene
+
k(∇Te)nˆ
e
)
(3.10)
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La intencio´n es expresar tanto φ∗ como ue en te´rminos de la coordenada λ y la tempe-
ratura, y as´ı luego incluir estas expresiones en la ecuacio´n de evolucio´n de temperatura.
Por un lado, para pasar todo a λ usamos la ecuacio´n (3.4). Por otro lado, en la ecua-
cio´n (3.10) se conocen todos los te´rminos excepto Enˆ el cual se halla diferenciando la
ecuacio´n (3.6).
−Enˆ = ∂φ
∂nˆ
=
∂φ∗
∂nˆ
+
k log(ne)
e
∂Te
∂nˆ
+
kTe
ene
∂ne
∂nˆ
∂φ
∂nˆ
= −rB∂φ
∗
∂λ
− rBk log(ne)
e
∂Te
∂λ
+
kTe
ene
∂ne
∂nˆ
(3.11)
Con esto, la ecuacio´n (3.10) resulta:
ue − ui = −rBµe∂φ
∗
∂λ
− krBµe
e
(log(ne)− 1)∂Te
∂λ
(3.12)
Conservacio´n de corriente
En cada uno de los planos definidos por λ = cte se debe conservar la corriente si el
propulsor se encuentra en un re´gimen estacionario. Esta condicio´n puede describirse
como:
Id = Ii + Ie
=
∫ l
0
2pir(s)ene(s)(ui(s)− ue)ds (3.13)
Donde s indica la variable que recorre la l´ınea de campo magne´tico y que va de 0 a l.
Vale la pena notar que la u´nica variable que no depende de la posicio´n sobre la l´ınea
es ue, pues esta es constante para todo el plano λ = cte. Ahora, remplazamos ui − ue
de la ecuacio´n (3.12) y obtenemos la expresio´n para hallar φ∗.
∂φ∗
∂λ
=
−Id − 2pik ∂Te∂λ
∫ l
0
Bµene(log(ne)− 1)r2ds
2pie
∫ l
0
Bµener2ds
(3.14)
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Ecuacio´n de energ´ıa
La ecuacio´n (3.15), mostrada aca´ abajo, resulta de sumar la ecuacio´n de energ´ıa original
para un fluido con la ecuacio´n de momento multiplicada por el vector velocidad. El
fluido a tratar es el de los electrones, por lo cual α = e.
∂
∂t
(
3
2
nekTe + neme
u2e
2
)
+∇·
(
3
2
ne~uekTe + neme~ue
u2e
2
+ ~he
)
+((∇ · p¯e) · ~ue + p¯e : ∇~ue) = Qe
(3.15)
Para el modelo que se desarrolla en el trabajo se asume la presio´n iso´tropa y el fluido
maxwelliano, lo que permite escribir el tercer te´rmino de la ecuacio´n como:
((∇ · p¯e) · ~ue + p¯e : ∇~ue) =
= ∇pe · ~ue + pe∇ · ~ue (3.16)
= ∇ · (nekTe~ue)
Adema´s, se sabe que para un propulsor de efecto Hall el te´rmino de energ´ıa cine´tica
debido a la velocidad de fluido ue es mucho menor que el te´rmino producido por las
variaciones aleatorias alrededor de ~ue, es decir, el te´rmino que involucra Te [4]. Con
esto, despreciamos los te´rminos con u2e/2 y la ecuacio´n 3.15 queda como se muestra en
la ecuacio´n (3.17).
∂
∂t
(nekTe) +∇ ·
(
5
2
ne~uekTe + ~he
)
= S (3.17)
Aca´ se remplazo´ Qe por un te´rmino S que engloba las distintas fuentes y pe´rdidas de
energ´ıa que afectan a los electrones en un HET [4].
Si ahora se mira las ecuaciones de continuidad para iones y electrones, es decir, la
ecuacio´n (1.20) para α = i, e, vemos que la suposicio´n ni = ne permite llegar a ∇ ·
(ne~ui) − ∇ · (ne~ue) = 0. Esta ecuacio´n se puede interpretar como que en el plasma el
flujo de corriente se conserva, pues multiplicando la ecuacio´n anterior por e se llega a:
∇ · ~J = 0 (3.18)
Procedemos ahora a incluir lo anterior en la ecuacio´n (3.17) y a remplazar ∂ne/∂t =
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−∇ · (ne~ue) + n˙e en el primer te´rmino de la ecuacio´n. Esto permite llegar a:
3
2
nek
∂Te
∂t
+
3
2
n˙ekTe +
5
2
nek~ue · ∇Te + kTe∇ · (ne~ui) +∇ · ~he = S (3.19)
La conduccio´n te´rmica (he) la describimos como ~he = −Ke∇Te, con Ke = 52nekDh
siendo Dh el coeficiente de difusio´n de calor. En este trabajo, siguiendo la l´ınea del
planteamiento de J.M. Fife [21], se asumira´ que el coeficiente de difusio´n ma´sico es
igual al coeficiente de difusio´n de calor, y escribiendo Dm como Dm = kTeµee se llega
a:
Ke =
5nek
2Teµe
2e
(3.20)
Los feno´menos que pueden agregar o quitar energ´ıa a los electrones son: 1. Ionizacio´n
de neutros, 2. Colisio´n con neutros e iones, 3. Colisiones con las paredes interiores del
propulsor, 4. Interacciones con el campo ele´ctrico y 5. Radiacio´n.
Los u´ltimos dos te´rminos son despreciables respecto al resto de interacciones y por lo
tanto se ignorara´n [4]. En cuanto a la ionizacio´n de neutros, la pe´rdida de energ´ıa se
distribuye entre la primera energ´ıa de ionizacio´n del xeno´n y la energ´ıa usada para
excitar a los neutros. Esto puede expresarse como se muestra en la ecuacio´n (3.21).
En este caso, ue es la magnitud de la velocidad de los electrones, Qj(ue) es la seccio´n
eficaz para la excitacio´n de neutros desde el nivel base al nivel Ej y Q
+ es Qj(ue) para
j = 1, es decir, el primer nivel de excitacio´n.
ϕ = Ei +
∑
j〈Qj(ue)ue〉Ej
〈Q+(ue)ue〉 (3.21)
En este trabajo se utilizara´ la fo´rmula mostrada en (3.22), que ajusta aceptablemente
los resultados obtenidos de la ecuacio´n (3.21). En (3.22) ϕ′ = ϕ/Ei, z = kTeEi y para el
xeno´n, A = 0.254, B = 0.677 y C = 2.00.
ϕ′ = Ae−
B
z + C (3.22)
Ahora, ϕ es el gasto energe´tico de una ionizacio´n, por lo cual este te´rmino se debe
multiplicar por la cantidad de ionizaciones que pueden pasar en la parcela de fluido
analizada. As´ı, la expresio´n final de pe´rdida de energ´ıa se escribira´ como se muestra
en (3.23), donde n˙e es la cantidad de electrones producidos por unidad de tiempo y
volumen para un punto espec´ıfico dentro del propulsor.
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S1 = ϕ
′Ein˙e (3.23)
En cuanto a n˙e, este puede calcularse como:
n˙e = nn
∫ ∞
0
fe(ue)u
3
e4piσi(ue)due (3.24)
Donde ue es la magnitud de la velocidad de los electrones, fe la distribucio´n de velo-
cidades y σi la seccio´n eficaz de ionizacio´n. Este u´ltimo te´rmino puede aproximarse de
acuerdo a Drawin [22] con:
σi = 2.66pia
2
0β1
(
EHi
Ei
)2
ξg(u) (3.25)
g(u) =
u− 1
u2
log(1.25β2u) (3.26)
Donde u = E/Ei, E
H
i es la energ´ıa de ionizacio´n del hidro´geno, ξ es el nu´mero de elec-
trones equivalentes en la capa exterior del xeno´n, y β1 y β2 son para´metros ajustables
del orden de la unidad. Incluyendo σi y fe como la distribucio´n de Maxwell-Boltzmann
en la ecuacio´n (3.24), se obtiene:
n˙e = nennς(Te),
ς(Te) = Qβ1
I(z)
z3/2
, (3.27)
I(z) =
∫ ∞
1
e−
u
z
u− 1
u
log(1.25β2u)du
Como en la ecuacio´n (3.22), z = kTe
Ei
, yQ, β1 y β2 tienen los valores 4.13×10−13 m3J−1s−1,
1.00 y 0.80, respectivamente. Los para´metros β1 y β2 son obtenidos haciendo ajustes a
datos emp´ıricos [4] y Q, por otra parte, acumula otras constantes dentro de la expresio´n
[16].
Con la ecuacio´n 3.27 observamos que n˙e en nuestro modelo depende linealmente de ne
y nn, ambos para´metros que var´ıan a lo largo de todo el dominio y que se mantienen
constantes durante la subrutina donde se evoluciona la temperatura. Por otro lado, n˙e
depende de la temperatura a trave´s de ς(Te) y por lo tanto S1 var´ıa durante la ejecucio´n
de la subrutina. En la figura 3.2 se muestra ς como funcio´n de la temperatura de los
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Figura 3.2: ς(Te) en unidades de m3s−1 como funcio´n de Te en eV para el xeno´n. La gra´fi-
ca muestra los valores de la funcio´n para Te hasta 50 eV, recorriendo as´ı todo el espectro de
temperaturas esperadas en el propulsor.
electrones descrita en electronvolts.
En el modelo utilizado en este trabajo se despreciara´ el efecto de ionizaciones de mayor
orden, por lo que la pe´rdida de energ´ıa por ionizacio´n queda descrita completamente
con S1. Asimismo, esta aproximacio´n junto con la cuasineutralidad permite calcular
la cantidad de iones producidos por unidad de tiempo y volumen, para una posicio´n
particular del dominio, usando la igualdad n˙i = n˙e.
El siguiente te´rmino de variacio´n de energ´ıa a analizar es la pe´rdida de energ´ıa por
colisiones. Este factor se describe como:
S2 =
∑
s
meνesne
[
(~us − ~ue)2 + 2
ms
3
2
k(T ′s − T ′e)
]
(3.28)
Donde νes es el promedio de la frecuencia de colisio´n de los electrones con la especie
s y T ′α es la temperatura de la especie α medida con respecto a la velocidad media
de la especie s. En la ecuacio´n (3.28) el primer te´rmino es dominante [4], as´ı que se
despreciara´ el segundo. Adicionalmente, el efecto de pe´rdida de energ´ıa causado por
las colisiones io´n-electro´n se considera ma´s grande que el causado por las colisiones
neutro-electro´n (sin tener en cuenta ionizacio´n). Esto reduce S2 a meνeine(~ui − ~ue)2,
que a su vez puede escribirse como J
2
σ
con σ = e
2ne
meνe
la conductividad de los electrones.
Notar que se hizo la aproximacio´n νe ≈ νei donde se desprecia los choques con neutros
tal como se ha hecho hasta ahora.
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La corriente total (J) puede hallarse de la ley de Ohm para plasmas [23], mostrada en
la ecuacio´n (3.29).
~E + ~ui × ~B = 1
ene
(
~J × ~B −∇ · P¯e + ene
~J
σ
)
(3.29)
Siguiendo las suposiciones hechas hasta ahora, ∇ · P¯e pasa a ser ∇pe. Pasando los
te´rminos con ~J a un lado de la ecuacio´n y haciendo producto punto con ~J , se obtiene:
S2 =
J2
σ
= ~je · ~E + ene~ui · ( ~E + ~ue × ~B) + (~ui − ~ue) · ∇pe (3.30)
En este trabajo se tomara´ en cuenta so´lo el primer te´rmino de la ecuacio´n (3.30), pues
tal como indica J.M. Fife [4], los u´ltimos dos te´rminos son ma´s pequen˜os que el primero
y se cancelan para la mayor parte del dominio.
Ahora, para describir la pe´rdida de energ´ıa por absorcio´n de electrones por parte de
las paredes, realizaremos las siguientes suposiciones:
1. El flujo entrante de electrones hacia las paredes es igual al flujo entrante de iones.
Esta igualdad aparece cuando el propulsor ha alcanzado un estado estacionario
y por lo tanto las la´minas (sheaths) se han formado completamente (Ver seccio´n
1.5).
2. No hay emisio´n secundaria de electrones y todos los iones se recombinan. El
feno´meno de recombinacio´n de iones en las paredes s´ı aparece en los HETs, pues
los iones al chocar contra las paredes arrancan electrones y se neutralizan. Por otro
lado, el feno´meno de emisio´n secundaria de electrones, tal como se menciono´ en
la seccio´n 1.5, juega un rol poco despreciable en el funcionamiento del propulsor,
puesto que ayuda al establecimiento de la corriente de electrones que escapa de
la corriente Hall y llega al a´nodo. Sin embargo, en este trabajo no se tendra´ en
cuenta este efecto y se guardara´ para posterior ana´lisis.
Lo anterior expuesto permite, por un lado, establecer la igualdad Γe,p = Γi,p = niui,p,
y por el otro, asumir que toda la energ´ıa que llevaban los electrones que impactan en
la pared desaparece del sistema. As´ı, podemos escribir S3 = 2kTeΓe,p [4]. Hasta ahora
todos los te´rminos de la ecuacio´n de energ´ıa se han descrito con unidades de energ´ıa
por unidad de volumen y tiempo, mientras que la ecuacio´n de pe´rdida de energ´ıa por
las paredes calcula la pe´rdida de energ´ıa por unidad de tiempo y a´rea de pared. Si
tenemos en cuenta que la temperatura so´lo var´ıa espacialmente con λ se puede dividir
la expresio´n por l(λ) donde l es la distancia entre ambas paredes del HET recorriendo
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un camino con λ = cte. Al incluir de esta manera toda la pe´rdida de energ´ıa a lo largo
de λ = cte toca tener en cuenta la pe´rdida por ambas paredes. Esto lleva a la expresio´n
final:
S3 =
2kTe
l(λ)
(Γi,ps + Γi,pi) (3.31)
Donde Γi,ps y Γi,pi son el flujo de iones entrando a la pared superior e inferior, respec-
tivamente.
Teniendo en cuenta todas las fuentes de energ´ıa anteriormente mencionadas, el te´rmino
S de la ecuacio´n (3.19) queda descrito como se muestra a continuacio´n:
S = −n˙eϕ′Ei +~je · ~E − 2kTe
l(λ)
(Γi,ps + Γi,pi) (3.32)
3.3.4. Movilidad electro´nica
Hasta ahora se han expresado las ecuaciones que se utilizara´n en el modelo en te´rminos
de µe =
e
meνei
, la movilidad electro´nica. La eleccio´n de la manera de modelar este
te´rmino es uno de los pasos cr´ıticos al intentar analizar un propulsor de efecto Hall. El
dilema surge debido a que de acuerdo a la teor´ıa cla´sica de plasmas, la movilidad de
los electrones en un sentido perpendicular al campo magne´tico viene dada por [23]:
µe =
e
meνe
1
1 + ω2B/ν
2
e
(3.33)
Donde ωB es la frecuencia de ciclotro´n de los electrones y νe la frecuencia de colisio´n
total de los electrones. Por otro lado, contrario a lo que indica esta expresio´n, expe-
rimentalmente se hab´ıa encontrado que la mobilidad variaba con B−1 en vez de B−2.
Esto llevo´ a la popularizacio´n del uso de la mobilidad como [11]:
µe = c
1
B
(3.34)
Con c una constante nume´rica, usualmente igualada a 1/16. Esta manera de describir la
mobilidad, llamada difusio´n de Bohm, aparece como un ajuste a datos experimentales.
Esta discrepancia entre la teor´ıa y los experimentos aparece porque la teor´ıa cla´sica
de plasmas no logra cubrir todos los feno´menos presentes en el movimiento de los
electrones en un plasma magnetizado [23].
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Curiosamente, el plasma en un HET no sigue completamente ninguna de estas dos
expresiones [6], hecho que ha dificultado su descripcio´n anal´ıtica y nume´rica. Au´n ma´s,
en un HET, el movimiento de los electrones se ve afectado por las condiciones de
contorno del plasma, en este caso, las paredes del canal de aceleracio´n. En este trabajo
se ha mencionado que efectos como la emisio´n secundaria de electrones y la corriente
cercana a las paredes juegan un rol importante en la conduccio´n de electrones hacia el
a´nodo [9].
A lo largo de la literatura sobre simulacio´n de propulsores de efecto Hall se han tomado
distintos enfoques para modelar la movilidad electro´nica. Algunos autores toman sim-
plemente la difusio´n de Bohm [4], otros utilizan una versio´n modificada de la expresio´n
cla´sica donde incluyen los feno´menos de pared [24] e incluso se usan combinaciones
entre distintas expresiones de mobilidad con para´metros libres que permiten ajustar
los resultados de la simulacio´n a los datos experimentales [21].
En este trabajo se utilizo´ la difusio´n de Bohm (ecuacio´n (3.34)) en todo el dominio, si
bien se realizo´ el co´digo de tal manera que este para´metro sea fa´cilmente modificable
para posteriores pruebas con otros modelos de movilidad.
3.3.5. A´nodo y ca´todo
El ca´todo es tenido en cuenta como una fuente constante de electrones que esta´ al final
del dominio a simular. Esto se representa en la ecuacio´n de energ´ıa con una condicio´n
de contorno de temperatura constante, en este caso, 2 eV.
En cuanto al a´nodo, se supondra´ que la temperatura de los electrones llega al a´nodo
con derivada espacial nula. La entrada de propelente por el a´nodo en un SPT-100
ocurre por una serie de orificios circulares centrados radialmente y uniformemente
distribuidos en el sentido azimutal. Esto se tendra´ en cuenta en la simulacio´n como
que la entrada de neutros ocurre por un a´rea determinada centrada a media altura
del canal de aceleracio´n. Para iones y neutros en el dominio, el a´nodo actu´a como una
pared ma´s, manteniendo la energ´ıa, reflejando a direcciones aleatorias y recombinando
los iones.

Cap´ıtulo 4
Me´todo nume´rico
4.1. Organizacio´n general del co´digo
De lo mencionado hasta ahora en los cap´ıtulos anteriores se puede prever que el pro-
grama permitira´ calcular los para´metros del sistema mencionados a continuacio´n:
nn, ni, ne, ~vn, ~vi, n˙i en cada nodo, calculados usando el me´todo de Particle-In-
Cell.
Te, ue, φ, ~E en cada nodo, usando las ecuaciones de fluido para electrones.
n˙e, Ii, Ie, Id, T , Isp, potencia y eficiencias, calculadas a partir de las variables de
los dos puntos anteriores.
Si bien en este modelo n˙e = n˙i, se mencionaron ambas expresiones por aparte porque n˙e
hace referencia al ca´lculo teo´rico de ionizacio´n que sale de la ecuacio´n (3.27), mientras
que n˙i indica la cantidad real de iones producidos por paso de tiempo en el co´digo.
De todas las propiedades importantes de un propulsor de efecto Hall, la u´nica que no
aparece en la lista anterior es el campo magne´tico. El campo magne´tico sera´ considerado
como un para´metro de entrada del programa.
Ahora, si bien las ecuaciones desarrolladas en el cap´ıtulo anterior permiten realizar
el co´digo para una distribucio´n de ~B cualquiera, en el presente trabajo se realizo´ la
simplificacio´n de considerar un campo magne´tico puramente radial. La topolog´ıa del
campo magne´tico influye bastante en el comportamiento del propulsor, por lo cual en
un futuro trabajo convendr´ıa implementar un campo magne´tico bidimensional. En el
cap´ıtulo 6 se hace una discusio´n ma´s extensa respecto a la simplifacio´n aqu´ı realizada.
Observando el conjunto de ecuaciones (3.3), vemos que la aproximacio´n lleva a que los
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Figura 4.1: Mallado t´ıpico para el programa. Las zonas negras son las paredes del canal de
aceleracio´n, la zonas violetas de la izquierda y derecha son el a´nodo y el ca´todo, respectivamente,
y la zona amarilla indica el inyector de propelente.
planos de λ = cte sean planos z = cte, y que se pueda escribir:
∂
∂λ
=
1
rB
∂
∂z
(4.1)
A pesar de esto, el co´digo fue desarrollado de tal manera que los cambios necesarios
para incluir un campo magne´tico bidireccional sean mı´nimos.
El campo magne´tico puramente radial permitio´ realizar un mallado uniforme en coor-
denadas cil´ındricas, tal como se muestra en la figura 4.1.
Para escoger el taman˜o del mallado se debe tener en cuenta que la condicio´n de cua-
sineutralidad en la que se basan las ecuaciones so´lo se cumple macrosco´picamente, es
decir, siempre se puede llegar a una escala donde se diferencian los iones de los elec-
trones. Esta escala viene dada por la longitud de Debye (ecuacio´n (4.2)), que da una
medida de la distancia en la cual el plasma logra apantallar la influencia de una carga
individual [23].
λD =
[
4pi
∑
α
q2αnα
Tα
]−1/2
(4.2)
Para los valores t´ıpicos de densidad de un propulsor de efecto Hall λD tiene valores
alrededor de 1 × 10−4 m, por lo que esta es la cota inferior para decidir los valores de
dr y dz.
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En la figura 4.2 se muestra el flujo del programa. La explicacio´n detallada de cada uno
de los pasos se expondra´ en el presente cap´ıtulo.
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Figura 4.2: Flujo del programa. El diagrama muestra los pasos ma´s importantes dentro del
loop principal del co´digo, la subrutina para las ecuaciones de los electrones y los para´metros
obtenidos en cada paso del proceso.
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4.2. Modelo de fluido
4.2.1. Evolucio´n de la ecuacio´n de temperatura
En el cap´ıtulo anterior se llego´ a la ecuacio´n de temperatura mostrada en las ecuaciones
(4.3) y (4.4).
3
2
nek
∂Te
∂t
+
3
2
n˙ekTe +
5
2
nek~ue · ∇Te + kTe∇ · (ne~ui) +∇ · ~he = S (4.3)
S = −n˙eϕ′Ei +~je · ~E − 2kTe
l(λ)
(Γi,ps + Γi,pi) (4.4)
Debido a que en el modelo planteado en este trabajo las l´ıneas a λ = cte son tam-
bie´n l´ıneas de temperatura constante, pasamos a plantear las ecuaciones anteriores en
te´rminos de λ. En esta expresio´n, se ha despreciado la contribucio´n de ∇ · (ne~ui) en el
sentido tˆ debido a que los valores de ui,nˆ (de ahora en adelante ui) son mucho mayores
de acuerdo a lo explicado en la seccio´n 1.5. Lo mismo sucede con la contribucio´n de la
componente tˆ a ∇ · ~he, debido a que Te so´lo var´ıa perpendicularmente a λ.
∂Te
∂t
+
n˙e
ne
Te − 5rB
3
ue
∂Te
∂λ
+
2Te
3ne
∂(neui)
∂nˆ
+
2
3
1
nek
∂he,nˆ
∂nˆ
=
− n˙eϕ′Ei − neue∂φ
∂nˆ
− 2kTe
l(λ)
(Γi,ps + Γi,pi) (4.5)
La ecuacio´n (4.5) esta´ escrita en te´rminos de la temperatura y propiedades del plasma
que se mantienen constantes durante la ejecucio´n de la subrutina, por lo que ya se
podr´ıa aplicar un me´todo nume´rico para discretizarla. Sin embargo, el te´rmino de
ionizacio´n contiene n˙e y ϕ
′, los cuales son muy variables con los cambios de temperatura
y por lo tanto vuelven nume´ricamente inestable la ecuacio´n [4]. Debido a esto, se decidio´
linearizar los te´rminos haciendo una aproximacio´n de Taylor a primer orden, con lo cual
n˙e y ϕ quedan descritos como se presenta en las ecuaciones (4.6) y (4.7), donde T0 es
la temperatura de los electrones al inicio de la subrutina.
n˙e = n˙e(T0) +
∂n˙e
∂Te
∣∣∣∣
T0
(Te − T0) (4.6)
ϕ′ = ϕ′(T0) +
∂ϕ′
∂Te
∣∣∣∣
T0
(Te − T0) (4.7)
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Ahora, usamos las ecuaciones (4.7), (3.12) y (3.14) para describir ue,
∂φ
∂nˆ
y ∂φ
∗
∂λ
en
te´rminos de la temperatura y valores constantes para los tiempos de evolucio´n de la
temperatura:
ue = E1
∂φ∗
∂λ
+ E2
∂Te
∂λ
+ E3 (4.8)
E1 = −rBµe
E2 =
−krBµe
e
(log(ne)− 1)
E3 = ui
∂φ
∂nˆ
= F1
∂φ∗
∂λ
+ F2
∂Te
∂λ
+ F3Te (4.9)
F1 = −rB
F2 =
−rBk log(ne)
e
F3 =
k
ene
∂ne
∂nˆ
∂φ∗
∂λ
= H1 +H2
∂Te
∂λ
(4.10)
H1 = − Id
2pie
∫ l
0
Bµener2ds
= IdH
′
1
H2 = −
k
∫ l
0
Bµene(log(ne)− 1)r2ds
e
∫ l
0
Bµener2ds
El me´todo seguido para hallar Id es remplazar la ecuacio´n (4.10) en la ecuacio´n (4.9)
y luego integrar el resultado, primero a lo largo de los distintos planos λ = cte, y luego
a lo largo de los distintos valores de nˆ = −zˆ. Si bien en este caso se puede hacer la
integracio´n as´ı debido a que el campo magne´tico es puramente radial, de manera ma´s
general se puede hacer la integral a lo largo de los distintos valores de λ y se llega a un
resultado equivalente.
Como en el modelo se ha considerado Id constante en todo el dominio, Id sale de las
integrales. Por otro lado:
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∫ zmax
zmin
∂φ
∂z
dz = −Vd (4.11)
Lo que permite escribir:
Id =
−Vd(rmax − rmin)∫ zmax
zmin
H ′1
∫ l
0
rBds
+
∫ zmax
zmin
Te
∫ l
0
F3 +
∂Te
∂z
(∫ l
0
F2
rB
−H2(rmax − rmin)
)
dz∫ zmax
zmin
H ′1
∫ l
0
rBds
(4.12)
El ca´lculo de Id se realiza al principio de la subrutina y luego se considera al valor
constante a lo largo de esta. Por u´ltimo, definiremos las constantes que acompan˜an al
te´rmino ∂he,nˆ/∂nˆ:
∂he,nˆ
∂nˆ
= K1Te
∂2Te
∂λ2
+K2Te
∂Te
∂λ
+K3
(
∂Te
∂λ
)2
(4.13)
K1 = −k
2ner
2B
2pie
(4.14)
K2 =
k2
2pie
(
ne
B
∂(rB)
∂nˆ
+ rB
∂
(
ne
B
)
∂nˆ
)
K3 = K1
Con todas estas constantes que agrupan te´rminos podemos describir la ecuacio´n de
evolucio´n de temperatura como se muestra en (4.15)-(4.22).
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∂Te
∂t
+ I
∂Te
∂λ
+ J
(
∂Te
∂λ
)2
+K
(
∂Te
∂λ
)
Te + LTe +MT
2
e +N +OTe
∂2Te
∂λ2
= 0 (4.15)
I = −5
3
rB(E1H1 + E3)− 2
3
e
k
[(E1H1 + E3)(F1H2 + F2) + (E1H2 + E2)F1H1] (4.16)
J = −5
3
rB(E1H2 + E2)− 2
3
e
k
(E1H2 + E2)(F1H2 + F2)− 2
3nek
K3 (4.17)
K =
2
3nek
K2 − 2
3
e
k
(E1H2 + E2)F3 (4.18)
L = − 2
3ne
∂(neui)
∂nˆ
+
1
ne
(
n˙e(T0)− ∂n˙e
∂Te
∣∣∣∣
T0
T0
)
+
2
3
Ei
kne
[
n˙e(T0)
∂ϕ′
∂Te
∣∣∣∣
T0
+
∂n˙e
∂Te
∣∣∣∣
T0
ϕ′(T0)− 2 ∂n˙e
∂Te
∣∣∣∣
T0
∂ϕ′
∂Te
∣∣∣∣
T0
T0
]
−
2
3
e
k
(E1H1 + E3)F3 +
4
3
1
nel(λ)
(Γi,ps + Γi,pi) (4.19)
M =
1
ne
∂n˙e
∂Te
∣∣∣∣
T0
+
2
3
Ei
kne
∂n˙e
∂Te
∣∣∣∣
T0
∂ϕ′
∂Te
∣∣∣∣
T0
(4.20)
N =
2
3
Ei
kne
[
n˙e(T0)ϕ
′(T0)− n˙e(T0) ∂ϕ
′
∂Te
∣∣∣∣
T0
T0 − ∂n˙e
∂Te
∣∣∣∣
T0
ϕ′(T0)T0 +
∂n˙e
∂Te
∣∣∣∣
T0
∂ϕ′
∂Te
∣∣∣∣
T0
T 20
]
−
2
3
e
k
(E1H1 + E3)F1H1 (4.21)
O =
2
3kne
K1 (4.22)
Algunos de los te´rminos que componen a las constantes aqu´ı descritas tienen variaciones
a lo largo del dominio, y por lo tanto, a lo largo de los planos λ. Para volver esta
ecuacio´n unidimensional y as´ı calcular so´lo variaciones con respecto a λ, se hace la
integral
∫ l(λ)
0
ds de la ecuacio´n (4.15). Los te´rminos de temperatura son constantes
y por lo tanto la ecuacio´n queda similar a lo mostrado en (4.15), so´lo variando las
constantes de Y a:
Y¯ =
∫ l(λ)
0
Y ds
l(λ)
(4.23)
Con Y = I, J,K, L,M,N,O.
La ecuacio´n de temperatura descrita de acuerdo a las ecuaciones (4.15) a la (4.23), ya
es apta para discretizarla con el me´todo de MacCormack.
Co´mo se menciono´ en la seccio´n 2.1.1, el me´todo de MacCormack es de segundo tiempo
tanto en tiempo como en espacio, y se basa en el uso de un predictor y un corrector
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por paso de tiempo. En este caso, el predictor queda expresado como se muestra en la
ecuacio´n (4.24), y el corrector de acuerdo a (4.25).
Pj = T
n
e,j −∆t
[
I¯j
∆λ
(T ne,j+1 − T ne,j) +
J¯j
∆λ2
(T ne,j+1 − T ne,j)2 +
K¯jT
n
e,j
∆λ
(T ne,j+1 − T ne,j)+
L¯jT
n
e,j + M¯j(T
n
e,j)
2 + N¯j +
O¯jT
n
e,j
∆λ2
(T ne,j+1 − 2T ne,j + T ne,j−1)
]
(4.24)
T n+1e,j =
1
2
[
T ne,j + Pj −∆t
[
I¯j
∆λ
(Pj − Pj−1) + J¯j
∆λ2
(Pj − Pj−1)2 + K¯jPj
∆λ
(Pj − Pj−1) +
L¯jPj + M¯j(Pj)
2 + N¯j +
O¯jPj
∆λ2
(Pj+1 − 2Pj + Pj−1)
]]
(4.25)
El me´todo nume´rico aqu´ı expuesto es estable para ∆te = 2 × 10−10 s, lo que a su vez
lleva a que se haya escogido un paso de tiempo de valor ∆t = 5× 10−8 s para la rutina
principal del programa.
4.2.2. Para´metros dependientes de la temperatura
Al finalizar la subrutina donde se avanza en el tiempo a la temperatura con el me´to-
do de MacCormack, se utilizan las ecuaciones (4.8) y (4.10) para calcular ue y φ
∗,
respectivamente.
Como φ∗ de referencia se utiliza la expresio´n (3.7) calculada sobre el ca´todo, en par-
ticular el nodo central. Luego, usando (4.10) se halla el φ∗ del nodo central para cada
plano λ. Por u´ltimo, se utiliza la ecuacio´n de potencial termalizado (ecuacio´n (3.6))
para hallar φ en todo el dominio.
4.3. Limitador de potencia
En este trabajo se supondra´ una PPU ideal para gran parte del rango de trabajo, es
decir, se supondra´ que es capaz de proveer al propulsor la diferencia de voltaje nominal
entre ca´todo y a´nodo sin importar la corriente que circule por el circuito. La u´nica
restriccio´n que se pondra´ es que si el propulsor supera aproximadamente 1.5 veces
su potencia nominal, el voltaje bajara´ lo necesario para mantener la potencia en este
l´ımite.
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Esta medida, adema´s de acercar ma´s la simulacio´n a una situacio´n real, permite darle
estabilidad nume´rica.
4.4. Particle-In-Cell (PIC)
Como se meniono´ en la seccio´n 2.1.2, el me´todo de Particle-in-Cell busca mantener la
simplicidad de modelar el plasma como un conjunto de part´ıculas al tiempo que baja
la cantidad de part´ıculas utilizadas como para hacer el me´todo computacionalmente
viable. Las part´ıculas f´ısicas son agrupadas en superpart´ıculas que se comportan como
el promedio de las part´ıculas que contienen, y el valor de la cantidad de part´ıculas
agrupadas por cada superpart´ıcula es llamado peso espec´ıfico. Si el peso espec´ıfico es
muy bajo la cantidad de super part´ıculas aumenta para un dado sistema con nn y
ni constante; la simulacio´n gana precisio´n pero es ma´s costosa computacionalmente.
Por otro lado, si el peso espec´ıfico sube se llega a un punto donde los para´metros
calculados del sistema se vuelven muy dependientes de las posiciones individuales de
cada superpart´ıcula y la simulacio´n no imita correctamente el sistema f´ısico.
Los criterios usualmente utilizados en la literatura para garantizar un buen funciona-
miento del me´todo consisten en mantener del orden de las decenas de superpart´ıculas
por celda y que las superpart´ıculas no viajen ma´s de una celda por paso de tiempo.
Esto permite tener buena estad´ıstica en los ca´lculos que se hagan sobre los nodos y
mantiene bajas las fluctuaciones de dichas propiedades entre cada paso de tiempo [4].
En el presente trabajo se probaron distintos pesos espec´ıficos para los iones y los neu-
tros, intentando aumentar sus valores lo ma´s posible sin sacrificar tanto la precisio´n de
las propiedades del plasma calculadas a lo largo de todo el dominio. Los valores finales
escogidos fueron 5× 108 para los iones y 2.25× 109 para los neutros.
Ahora, para el ca´lculo de las densidades y velocidades sobre los nodos se utiliza una
“funcio´n peso” que distribuye la influencia de cada superpart´ıcula sobre los nodos
adyacentes. En este trabajo se uso´ una funcio´n de peso por a´rea de primer orden.
Si una superpart´ıcula se encuentra en una posicio´n (z, r) rodeada por los nodos 1 =
(i, j), 2 = (i, j + 1), 3 = (i + 1, j + 1) y 4 = (i + 1, j), esta superpart´ıcula agrega una
cantidad de part´ıculas (1− di)(1− dj)SPWT al nodo 1, (1− di)(dj)SPWT al nodo 2,
(di)(dj)SPWT al nodo 3 y (di)(1− dj)SPWT al nodo 4, con SPWT el peso espec´ıfico
de la superpart´ıcula (por sus siglas en ingle´s). Realizar esta misma operacio´n sobre
todas las superpart´ıculas permite calcular las propiedades necesarias sobre los nodos,
y a este proceso es al que se le llama scatter en el diagrama de flujo. As´ı, para calcular
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Figura 4.3: Seccio´n de dominio donde una part´ıcula en (z, r) esta´ rodeada por los nodos
1 = (i, j), 2 = (i, j + 1), 3 = (i+ 1, j + 1) y 4 = (i+ 1, j).
la densidad en todo el dominio se realiza la funcio´n scatter y posteriormente se divide
por el elemento de volumen de cada nodo.
En cuanto a la velocidad, en vez de multiplicar por SPWT en la funcio´n scatter se
multiplica por ~viSPWT donde ~vi es la velocidad de la superpart´ıcula i; separadamente,
se hace scatter usando SPWT, y la velocidad calculada sobre cada nodo resulta de
la divisio´n entre ambas cantidades, lo cual termina siendo el promedio pesado de las
velocidades individuales.
Cuando se desea calcular la influencia de una propiedad del sistema sobre una su-
perpart´ıcula individual (por ej. el campo ele´ctrico sobre un io´n) se realiza el proce-
so inverso a scatter, llamado comu´nmente gather. As´ı, si queremos calcular la pro-
piedad g en el punto (z, r) donde se encuentra la superpart´ıcula, se hace g(z, r) =
gi,j(1− di)(1− dj) + gi,j+1(1− di)(dj) + gi+1,j+1(di)(dj) + gi+1,j(di)(1− dj).
Por u´ltimo, en cuanto al avance temporal de las superpart´ıculas, en este trabajo se
emplea el me´todo Leap-Frog, el cual es de segundo orden a escala temporal y es de
sencilla implementacio´n. El avance es calculado tal como se muestra en la ecuacio´n
(4.26), donde ani es la aceleracio´n de la part´ıcula i en el paso n. Para los neutros a
n
i = 0
en todo momento, y para los iones ~ai
n = ~En(~xi
n) e
mi
, con mi la masa de los iones.
~xi
n+1 = ~xi
n + ~vi
n+1/2∆t
~vi
n+1/2 = ~vi
n−1/2 + ~ai
n∆t (4.26)
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4.5. Inyeccio´n de neutros al dominio
Para simular la entrada de los a´tomos de xeno´n al dominio se escogio´ una configuracio´n
de nodos, posicio´n y taman˜o del inyector tal que la regio´n por donde entran los neutros
es una cantidad entera de celdas, lo que facilita realizar el co´digo.
Ahora, por cada paso de tiempo, la cantidad total de neutros que entra es m˙dt
mn
. Para
hallar la cantidad de superpart´ıculas que entran por cada celda se hace la operacio´n
dNi =
m˙dt
mnSPWTn
ai
A
, donde A es el a´rea del inyector y ai el a´rea de la celda i. Realizar
el ca´lculo de esta manera permite distribuir uniformemente en densidad a los neutros
entrantes, tal como sucede en la realidad con los SPTs.
Siguiendo con la operacio´n anterior, como la cantidad de superpart´ıculas entrantes
so´lo puede ser entera, se hace un ajuste que busca que a lo largo del tiempo se logre
el efecto de tener una inyeccio´n de propelente de cantidad m˙. Primero, al valor dNi se
le agrega un nu´mero aleatorio entre 0 y 1 y posteriormente se hace parte entera del
resultado. La cantidad de neutros entrantes en este paso es este u´ltimo valor calculado.
La parte fraccionaria sobrante es almacenada para suma´rsela a dNi en el siguiente paso
de tiempo.
Habiendo mencionado lo anterior, resta describir cua´l es la distribucio´n de velocidades
y posiciones que ocupan estos nuevos neutros. En cuanto a la velocidad, se busca
modelar una distribucio´n de Maxwell-Boltzmann para una temperatura de 1000 K.
Esto se consigue utilizando la fo´rmula de Birdsall [25] mostrada en la ecuacio´n (4.27)
para M = 3. Esta fo´rmula permite producir distintos valores de magnitud de velocidad
que siguen una distribucio´n maxwelliana basada en vth =
√
2kT/m. En la ecuacio´n,
los Ri representan nu´meros aleatorios entre 0 y 1. Luego, para darle direccio´n a los
neutros, se coloca una direccio´n aleatoria que cumpla que la componente axial de la
velocidad sea positiva, asegurando as´ı que entra al dominio.
v =
vth√
2
(
M∑
i=1
Ri − M
2
)(
M
12
)−1/2
(4.27)
En cuanto la posicio´n, se coloca a todos los neutros entrantes por celda de manera
aleatoria en un rango delimitado en r por la altura de la celda y en z por el intervalo
[0, dth], donde dth = vthdt indica la distancia ma´xima de avance que podr´ıa tener un
neutro que en el paso anterior hubiera estado justo en la zona de inyeccio´n.
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4.6. Ionizacio´n
La ecuacio´n (3.27) permite calcular la cantidad de iones producidos por unidad de
tiempo y volumen en todo el dominio. Si se divide n˙e por nn se obtiene entonces una
medida de la cantidad de iones producidos en un punto del espacio por cada a´tomo
de xeno´n, o dicho de otra manera, la probabilidad de que un neutro en ese punto sea
ionizado. As´ı, para un paso de tiempo dt, la probabilidad de ionizacio´n de un nuetro
es dada por:
P = neς(Te)dt (4.28)
Esta cantidad es calculada en cada nodo del dominio y posteriormente es calculada en
cada posicio´n ocupada por los neutros con la funcio´n gather.
Ahora bien, se compara esta probabilidad con un nu´mero aleatorio y as´ı se decide si
cada neutro se ioniza o no. Si la superpart´ıcula se ioniza, se produce una cantidad
de superpart´ıculas de iones dada por SPWTn
SPWTi
. Las cantidades SPWTn y SPWTi se
escogieron tal que la fraccio´n entre ambas produzca un nu´mero entero y as´ı se facilite
el ca´lculo de la ionizacio´n.
Las superpart´ıculas de iones producidas son colocadas sobre el espacio de una manera
semialeatoria en una regio´n delimitada por dz y dr y centrada en la posicio´n del neutro
ionizado. Se menciona la palabra “semialeatoria” porque las posiciones son escogidas
de tal manera que el centro de masa de las nuevas part´ıculas coincida con la posicio´n
anterior del neutro. A su vez, la velocidad de las nuevas part´ıculas tiene una distribucio´n
uniforme de rango 0.2vn centrada en vn, tal que el promedio de las nuevas velocidades
es igual al vector velocidad del neutro ionizado.
4.7. Interaccio´n de las part´ıculas con los bordes del
dominio
Iones: Los iones al chocar tanto con las paredes del canal de aceleracio´n como con el
a´nodo se vuelven a´tomos neutros que rebotan hacia el dominio con la misma magnitud
de velocidad pero con una direccio´n aleatoria.
En este trabajo se simula a los iones y neutros con pesos espec´ıficos distintos, lo que
no permite simplemente eliminar una superpart´ıcula de io´n y crear una superpart´ıcula
neutra equivalente. Este problema es resuelto eliminando al io´n y generando un neutro
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si un nu´mero aleatorio supera la probabilidad SPWTi
SPWTn
. Con esto, en un promedio tem-
poral a gran escala se mantiene que el flujo de iones entrantes es igual al de neutros
salientes.
Por otro lado, para un io´n que choca las paredes del canal, digamos, entre los nodos
i e i + 1, se almacenan los valores SPWTiui,rˆ(1 − di) y SPWTiui,rˆdi para i e i + 1,
respectivamente. Esto esencialmente es utilizar el me´todo de scatter para calcular el
flujo de iones entrantes, es decir Γi, el cual es luego utilizado por la constante L¯ en la
ecuacio´n de temperatura.
En cuanto al ana´lisis del choque de cada superpart´ıcula, se calcula por cada io´n que
salio´ del dominio si, siguiendo una trayectoria lineal desde el paso anterior, este salio´
por una frontera considerada como pared. Esto se utiliza como criterio para decidir si
la salida del io´n del dominio se considera choque, y en tal caso, para calcular do´nde se
produjo.
En el resto de los bordes del dominio, es decir, aquellos a la derecha del plano de salida,
los iones que sobrepasan la frontera son eliminados.
Neutros: Las superpart´ıculas de neutros al chocar contra el a´nodo o las paredes
del canal simplemente sufren rebotes con direcciones aleatorias pero manteniendo la
magnitud de la velocidad. Esto se logra simplemente modificando la velocidad de la
superpart´ıcula existente y reposicionando al neutro en la posicio´n sobre la pared donde
se produjo el choque.
En cuanto a las fronteras del dominio a la derecha del plano de salida, se establecio´ una
probabilidad de escape definida por el usuario, tal que si un nu´mero aleatorio supera
esta probabilidad el neutro es eliminado, y de lo contrario, es considerado que rebota.
Este ajuste fue aplicado porque se ha hallado que le da estabilidad a la simulacio´n y
permite acercar los resultados a las mediciones experimentales.
4.8. Convergencia
Se considera que el me´todo ha convergido cuando la simulacio´n produce resultados
similares a lo largo del tiempo. Es importante mencionar que el cara´cter aleatorio de la
simulacio´n no permite llegar a valores que se mantengan completamente esta´ticos en
el tiempo. Au´n ma´s, el co´digo presenta en el estacionario unas oscilaciones del orden
de las decenas de kilohertz que son t´ıpicas de otras simulaciones [24], [21], [4] y del
propulsor como tal.
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As´ı, se considera que la simulacio´n ha finalizado cuando el promedio temporal de los
para´metros globales del propulsor (empuje, impulso espec´ıfico, corriente de a´nodo, etc.)
var´ıa poco. En los resultados se hara´ una discusio´n ma´s extensa sobre este tema.

Cap´ıtulo 5
Programa
5.1. Estructura del programa
El co´digo para este trabajo fue realizado con Python 3.6.4 y, aparte de las librer´ıas
esta´ndar al instalar Python, requiere de las siguientes librer´ıas para su ejecucio´n:
numpy, matplotlib, pyevtk.hl, scipy y pickle.
Tal como se describio´ en el cap´ıtulo 4, la simulacio´n usa una malla en la cual se calculan
las propiedades del sistema, y unas superpart´ıculas que guardan informacio´n sobre su
posicio´n, velocidad y especie (io´n o neutro) entre otras cosas; estos dos conceptos,
la malla y el arreglo de superpart´ıculas, encapsulan entre ambos la mayor´ıa de la
informacio´n del sistema f´ısico. En el co´digo estos conceptos fueron diferenciados creando
las clases Domain y Species.
Por un lado, un objeto de clase Domain guarda los valores de ne, ni, nn, ~ui, ~ui, n˙i,
φ, ~E, Te, Γi, dV , ~B y µe para cada nodo. Adema´s, almacena el paso de tiempo de la
rutina principal as´ı como los para´metros necesarios para describir el dominio.
Por otro lado, un objeto de la clase Species guarda un arreglo de superpart´ıculas y la
informacio´n general sobre estas, es decir, su carga ele´ctrica, su SPWT y la cantidad
de superpart´ıculas almacenadas. A su vez, cada superpart´ıcula es descrita como un
objeto de la clase Particle, la cual permite almacenar la posicio´n y velocidad de la
superpart´ıcula.
El programa consta de una serie de archivos .py y algunos archivos y carpetas precon-
figurados que se describen a continuacio´n:
2dPIC.py: Es el archivo principal del programa. Contiene la inicializacio´n del
dominio, de los neutros, los iones y los archivos que almacenan los resultados;
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adema´s, es donde se realiza la rutina principal de la simulacio´n y la subrutina de
avance temporal de la temperatura.
structures.py: Contiene las definiciones de las clases Domain, Species y Particle.
Adicionalmente, tiene la definicio´n de las clases Wall, Inlet y NeumannBounda-
ries que permiten identificar las distintas regiones del dominio.
constants.py: Este archivo almacena todas las constantes usadas por la simu-
lacio´n. Contiene las constantes f´ısicas necesarias para el programa, algunas con-
versiones entre unidades, y las constantes que describen el propulsor espec´ıfico
a simular, es decir, almacena valores como rmin, rmax, dz, dr, m˙, Vd, SPWTi y
SPWTn.
solverRZ.py: Este archivo contiene las funciones que realizan la subrutina de
evolucio´n de la temperatura, incluyendo el me´todo de MacCormack y el ca´lculo
de las constantes expuestas en la seccio´n 4.2.
ionize.py: Contiene los ca´lculos de ϕ′, n˙e y sus derivadas.
helper.py: Tiene definidas todas las funciones esenciales para la ejecucio´n de
la rutina principal. Contiene las funciones de avance de las superpart´ıculas, la
ionizacio´n de neutros, la inyeccio´n de neutros al dominio, el tratamiento de las
paredes, las funciones scatter y gather, entre otras.
performanceParameters.py: El archivo contiene las funciones que calculan los
para´metros globales del propulsor: corriente de a´nodo, empuje, impulso espec´ıfico,
potencia y eficiencias, entre otros.
output.py: Este archivo tiene las funciones que controlan los archivos en los que
se almacenan los resultados de la simulacio´n.
./results/: Carpeta en la que se almacenan los archivos que guardan los resul-
tados de la simulacio´n.
./previous executions/: Carpeta en la que se guarda el estado final de la si-
mulacio´n si algu´n error ocurre o si el usuario decide frenar la ejecucio´n.
5.2. Configuracio´n de para´metros del sistema
El programa permite simular distintos propulsores, mientras estos sean de tipo single-
stage (como los SPTs) y mantengan la simetr´ıa cil´ındrica del SPT-100.
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Los valores que recibe el programa se pueden clasificar en dos tipos: 1. Los para´metros
de disen˜o del propulsor, y 2. Las condiciones iniciales.
5.2.1. Para´metros de disen˜o
Los para´metros de disen˜o son aquellos definidos por el modelo de propulsor, los para´me-
tros de la simulacio´n dependientes de estos, o algunas constantes que influencian el costo
computacional y la precisio´n. Entre los para´metros se encuentran m˙, rmax y rmin, nz y
nr (nu´mero de nodos en el sentido axial y radial), dz y dr, Vd y los pesos espec´ıficos.
Excepto por la distribucio´n del campo magne´tico en el dominio, todos estos valores
esta´n definidos en el archivo constants.py.
En cuanto al campo magne´tico, hace falta definir una funcio´n en el archivo helper.py
que describa ~B en funcio´n de las coordenadas (z, r); adema´s, es necesario incluir es-
ta funcio´n en el cuerpo de la funcio´n compute initial magnetic field. La funcio´n
definida debe reproducir con cierta precisio´n la distribucio´n de campo magne´tico en-
contrada en el propulsor que se desea modelar.
5.2.2. Configuracio´n de condiciones iniciales
Debido a que el programa parte de un estado estacionario, hace falta proveer a este de
unas condiciones iniciales que se asemejen a los valores encontrados en el propulsor.
Estas condiciones iniciales son los valores de ni = ne, nn, ~vi, ~vn y Te para cada nodo
del dominio.
Hay tres maneras de proporcionar al programa con las condiciones iniciales necesarias,
y estas son descritas a continuacio´n:
1. Describir por medio de ecuaciones los valores que toman ne, nn, ~vi y Te en todo el
dominio. Para esto, so´lo hace falta modificar las funciones que se encuentran en el
archivo initial condition.py. En este procedimiento no hace falta describir ~vn
ya que a los neutros se les asignan velocidades aleatorias que siguen la distribucio´n
maxwelliana para un gas a 1000 K.
Como una manera de ayudar al usuario a encontrar condiciones iniciales satisfac-
torias, se crearon dos subprogramas llamados iterative solver.py e initial con-
dition tester.py, los cuales permiten evaluar co´mo se comportara´ el programa
principal ante las ecuaciones suministradas.
El primer programa ejecuta varias funciones del modelo de fluidos que en conjunto
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permiten calcular el potencial en el a´nodo y el empuje del propulsor a partir de
distribuciones de ne y Te dadas. Adema´s, el programa incluye el uso de bu´squeda
de ceros por el me´todo secante, lo que permite definir funciones ne(z, r) y Te(z, r)
que dependan de para´metros adicionales, los cuales son ajustados para conseguir
el empuje y voltaje deseados.
El programa initial condition tester.py, por otro lado, hace una ejecucio´n
de 10 pasos del programa principal e imprime datos del sistema por cada paso,
lo que permite evaluar en mayor detalle si la simulacio´n principal se comporta de
acuerdo a lo esperado para las condiciones iniciales dadas.
Para comenzar la simulacio´n con este tipo de condiciones iniciales hay que modifi-
car las llamadas a funciones compute initial ... por compute initial ... old
en el archivo 2dPIC.py. Por u´ltimo, se ejecuta con Python este u´ltimo archivo.
2. Proporcionar archivos que tengan los valores de las variables para cada nodo.
Para esto, se deben remplazar los archivos .txt almacenados en la carpeta ./i-
nitial state/, los cuales contienen matrices con los valores de los para´metros en
el dominio.
Esta manera de proveer condiciones iniciales esta´ pensada para partir una simula-
cio´n desde un estado alcanzado por una simulacio´n anterior. Para esto, se realizo´
un subprograma llamado vtk2Py.py que toma los resultados de la simulacio´n
anterior y genera los archivos de la carpeta initial state.
3. Continuar una simulacio´n pasada. Al terminar una ejecucio´n del programa se
genera un archivo .pkl que serializa todos los datos importantes de la simulacio´n.
Entre otras cosas, guarda tanto la instancia de Domain creada como las dos
instancias de Species que contienen los valores de todas las superpart´ıculas. Esto
hace que iniciar una simulacio´n con el archivo .pkl sea la manera ma´s eficiente
de introducir condiciones iniciales en cuanto a que no genera ningu´n tipo de
transitorio al inicio de la ejecucio´n, pues no depende de funciones que introduzcan
componentes aleatorias en las posiciones o velocidades de las part´ıculas.
Para iniciar una simulacio´n con este me´todo hace falta tener el archivo de exten-
sio´n .pkl en la carpeta ./previous executions/ y los archivos perfParam ...txt,
optParam ...txt y mass ...txt en la carpeta ./results/. Luego, se ejecuta
con Python 2dPIC.py con los nombres de los archivos como argumentos, en el
orden aqu´ı mencionado.
5.3 Valores de salida del programa y lectura de resultados 61
5.3. Valores de salida del programa y lectura de
resultados
En la seccio´n anterior se mencionaron los archivos perfParam ...txt, optParam ...txt
y mass ...txt encontrados en la carpeta de resultados. A continuacio´n se describira´
la funcio´n de estos archivos y los otros tipos de output que provee el programa:
perfParam [an˜o]-[mes]-[d´ıa] [hora]h[minuto]m.txt: Este archivo contiene
los para´metros globales de un propulsor medidos cada cierta cantidad de pa-
sos de la simulacio´n. Cada fila es una medicio´n, y cada columna indica, en orden:
el paso de la simulacio´n en el que se realizo´ la impresio´n de los datos, tiem-
po f´ısico transcurrido, empuje calculado de acuerdo a la ecuacio´n (6.1), empuje
calculado de acuerdo a la ecuacio´n (6.2), impulso espec´ıfico, Ib, Id, nu´mero de ma-
cropart´ıculas de iones, nu´mero de macropart´ıculas de neutros, cantidad de celdas
con menos de un io´n por celda, cantidad de celdas con menos de un neutro por
celda, velocidad ma´xima de iones encontrada en el dominio, velocidad ma´xima
de neutros encontrada en el dominio, ηT , ηm, ηb, ηE y potencia.
optParam [an˜o]-[mes]-[d´ıa] [hora]h[minuto]m.txt: Este archivo contiene in-
formacio´n que permite analizar el rendimiento computacional de la simulacio´n.
Cada fila es una medicio´n y, en orden, cada columna indica: paso de la simula-
cio´n, tiempo computacional que tardo´ el proceso de inyeccio´n de neutros para ese
paso, tiempo que tardo´ avanzar a los neutros, tiempo que tardo´ hacer el proceso
de scatter para los neutros, lo mismo para el proceso de ionizacio´n, avance de
iones, scatter de iones, subrutina de avance de temperatura, ca´lculo de ς(Te) y
tiempo total de duracio´n del paso.
mass [an˜o]-[mes]-[d´ıa] [hora]h[minuto]m.txt: Este archivo guarda valores
del sistema que ayudan a analizar el comportamiento de las superpart´ıculas a
lo largo del tiempo. Cada fila es una impresio´n de datos, y la primera colum-
na almacena el paso de la simulacio´n en que la impresio´n fue hecha; luego cada
columna guarda, en unidades de SPWTi: nu´mero de neutros, nu´mero de iones,
nu´mero de neutros inyectados, nu´mero de neutros creados en las paredes y a´nodo,
nu´mero de neutros que escapan del dominio, nu´mero de iones que escapan del
dominio y nu´mero de iones eliminados al chocar contra las paredes y el a´nodo.
data[paso].vtr: Estos archivos guardan, para el paso de tiempo mostrado en su
nombre, las propiedades del sistema medidas en cada nodo. Los valores almace-
nados son: φ, Te, ~B, nn, ni, ne, n˙i, ς(Te),
n˙e
nn
, Ie, Ii, ~E, ~vi, ~vn y ~ve.
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El formato de este archivo es .vtr, el cual es una manera de almacenar datos
para simulaciones nume´ricas bastante eficiente y completo. En el uso que se le da
en este trabajo, este formato de archivo permite guardar la malla y su correlato
con el dominio f´ısico que representa; adema´s guarda valores escalares y vectoriales
para cada nodo.
data wall[paso].vtr: Estos archivos contienen los valores de Γi,ps y Γi,pi medidos
en cada paso.
e dynamics [paso].vtr: Estos archivos guardan cantidades relacionadas con la
subrutina de avance de temperatura, lo que permite analizar en ma´s detalle el
funcionamiento de esta parte de la simulacio´n. Entre los valores suministrados
esta´n: Te, φ, P , las constantes E
′s, F ′s, H ′s y las constantes I, J , K, L, M , N y
O.
sys ts=[paso] [an˜o]-[mes]-[d´ıa] [hora]h[minuto]m.pkl: Este es el archivo arro-
jado por el programa cuando la simulacio´n termina, ya sea por decisio´n del usuario
o porque aparece algu´n error captado por Python. Este archivo, como se menciono´
anteriormente, serializa la informacio´n de la simulacio´n y lo hace a trave´s de la
librer´ıa Pickle de Python. El archivo contiene las instancias creadas de Domain,
Species y Particles, el u´ltimo paso de tiempo ejecutado y los valores sobrantes de
neutros en el proceso de inyeccio´n de estos.
Ahora, en miras a poder visualizar los resultados de la simulacio´n, se crearon los ar-
chivos graph performance parameters.py, graph optimization parameters.py y
graph mass parameters.py, los cuales contienen diversas funciones que grafican los
datos almacenados en los .txt. En cuanto a los archivos .vtr se pueden usar cualquie-
ra de los programas de visualizacio´n que leen este tipo de datos, tales como Paraview
o Mayavi.
5.4. Costo computacional del programa
La figura 5.1 muestra la duracio´n promedio en segundos que dura un paso de tiempo
en ejecutarse. Los resultados mostrados son para un procesador Intel Core i7-6500U
de 2.5 GHz para cuando el programa se ejecuta en un solo nu´cleo. Teniendo en cuenta
que el co´digo llega al estacionario en aproximadamente 10000 pasos, esto equivale a
que una ejecucio´n t´ıpica tarda 35 horas en completarse.
Otro aspecto importante del programa es la cantidad de memoria RAM que consu-
me. Debido a que en todo momento el programa mantiene en la RAM los arreglos
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Figura 5.1: Tiempo de duracio´n de cada paso de la simulacio´n a lo largo de la ejecucio´n,
mostrada en valores de tiempo f´ısico.
correspondientes a los neutros, los iones y el dominio, el consumo total de RAM es de
alrededor de 3 Gb y este valor es aproximadamente constante a lo largo de la ejecucio´n.
Un aspecto curioso de la figura 5.1 es que el tiempo de cada paso no var´ıa mucho
a pesar de que a lo largo del tiempo la cantidad de part´ıculas en el dominio var´ıa
pronunciadamente (tal como se vera´ en el cap´ıtulo 6). Esto puede explicarse gracias a
la figura 5.2, que muestra el porcentaje de tiempo por paso que consume cada proceso
de la rutina.
Como se puede observar de la gra´fica, el costo computacional de cada paso no esta´
influenciado fuertemente por uno solo de los procesos que se realizan. Esto, combinado
con el hecho de que el proceso ma´s costoso sea el de evolucio´n de la temperatura, causa
que el tiempo de duracio´n de cada paso no var´ıe tanto ante fluctuaciones en la cantidad
de part´ıculas en el dominio.
La figura 5.2 sugiere que si se desea disminuir los tiempos de ejecucio´n del programa
se debe agilizar tanto la subrutina de evolucio´n de la temperatura como el proceso
de scatter de neutros, o de manera general, el tratamiento de las superpart´ıculas. En
cuanto al primer punto, el ca´lculo de los valores de temperatura en cada paso de
la subrutina es hecho usando las herramientas brindadas por la librer´ıa Numpy, para
agilizar su resolucio´n. La mayor´ıa de estas herramientas hacen los ca´lculos directamente
en lenguaje C, por lo que si se deseara agilizar la subrutina desde este enfoque habr´ıa
que pasar a paralelizar el co´digo. En cuanto a la subrutina en s´ı, esta es hecha con un
for escrito en Python, por lo cual esta debe ser la mayor fuente de costo computacional;
una mejora relativamente sencilla y eficaz ser´ıa realizar este bucle con alguna librer´ıa
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Figura 5.2: Fracciones de tiempo que consumen cada uno de los distintos procesos en la rutina
principal.
que acople C y Python, como Cython.
En cuanto al segundo punto, es decir, el costo computacional producido por la cantidad
de superpart´ıculas, hay dos posibles maneras de optimizar el programa: agilizar cada
una de las funciones que trabajan sobre las superpart´ıculas o disminuir la cantidad
de superpart´ıculas. En cuanto a la primera sugerencia, las funciones desarrolladas en
este programa esta´n basadas en funciones de Numpy, por lo que el siguiente paso ser´ıa
paralelizar estas funciones. Esta opcio´n es bastante factible de implementar ya que la
las funciones de scatter, avance de part´ıculas e ionizacio´n hacen operaciones que no
dependen de las superpart´ıculas en s´ı, as´ı que se pueden realizar en paralelo sin ningu´n
riesgo.
En referencia a la segunda posibilidad, disminuir la cantidad de superpart´ıculas, esta
opcio´n no es recomendable puesto que ya con los valores de SPWT seleccionados pa-
ra este trabajo la cantidad de estad´ıstica obtenida por cada celda es baja. De hecho,
para poder utilizar pesos espec´ıficos tan bajos se tuvo que recurrir a crear una funcio´n
de apoyo que disminuyera las fluctuaciones espaciales de ne causadas por la poca es-
tad´ıstica de iones que aparec´ıa en algunos momentos de la simulacio´n. En cuanto a la
cantidad de neutros simulados, no es recomendable aumentar los valores de SPWTn
ya que la ionizacio´n producida comienza a diferenciarse bastante de la calculada con
la ecuacio´n (3.27).
Si bien es bastante notable que se consume mucho ma´s poder de co´mputo con los
neutros que con los iones, esto sucede simplemente porque la cantidad de neutros en
el dominio es del orden de 5 ∼ 6 veces ma´s alto que la cantidad de iones. De hecho,
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Figura 5.3: Cantidad de tiempo consumido en segundos entre los procesos de avance y scatter
de superpart´ıculas en funcio´n de la cantidad de superpart´ıculas. El gra´fico de la izquierda presenta
esto para los iones, y el de la derecha, para los neutros.
debido a los procesos que involucran a los iones tales como la recombinacio´n en las
paredes y la aceleracio´n producida por el campo ele´ctrico, una macropart´ıcula de io´n
es ma´s costosa que un neutro. Lo mencionado aqu´ı puede observarse ma´s claramente
en la figura 5.3.
La figura 5.3 muestra el tiempo consumido por los procesos scatter y avance en el tiempo
para los iones (izquierda) y los neutros (derecha). Estos gra´ficos permiten evidenciar
lo mencionado anteriormente, es decir, que la cantidad de neutros es mucho ma´s alta
que la de los iones, que el tiempo de procesamiento consumido por los neutros es ma´s
alto, y que el costo computacional por cada io´n agregado es ma´s alto que el costo por
cada neutro agregado.
Como se puede ver en la figura 5.3 se realizo´ un ajuste lineal sobre los datos del gra´fico,
para as´ı tener una idea aproximada de la cantidad de tiempo adicional agregado por
cada nueva superpart´ıcula. La pendiente obtenida para los iones fue de 2.61±3µs/io´n,
y para los neutros 1.2± 1µs/neutro. As´ı, un io´n cuesta computacionalmente alrededor
de 2− 3 veces ma´s que un neutro.

Cap´ıtulo 6
Resultados y discusio´n
Como se ha mencionado anteriormente, en este trabajo se decidio´ seguir el l´ıneamiento
presentado por J.M. Fife en su tesis de maestr´ıa [4]. Debido a esto se decidio´ poner a
prueba el programa con el propulsor modelado por Fife, para as´ı contrastar fa´cilmente
los resultados de la simulacio´n con sus hallazgos. Las especificaciones de disen˜o de este
propulsor, el cual es un predecesor del SPT-100, son mostradas en la tabla 6.1 junto
con las especificaciones propias del SPT-100.
Vemos que la diferencia principal entre los valores de este propulsor y el SPT-100 es
la cantidad de propelente que entra al canal, lo cual a su vez afecta el empuje total
reducie´ndolo a un poco ma´s de la mitad. En cuanto al campo magne´tico, vemos que
se paso´ de tener un campo magne´tico ma´ximo de 200 G a uno de 180 G.
Hasta ahora no se ha descrito co´mo se modelara´ el campo magne´tico que luego es uti-
lizado por el programa. En la literatura se encuentran distintos enfoques para resolver
este problema. Por ejemplo, Fife utiliza un modelo del circuito magne´tico del propulsor
Para´metro SPT-100 Propulsor a simular
Potencia [W] 1350 630
Empuje [mN] 81 45
Impulso espec´ıfico [s] 1600 1530
Masa de propelente [mg/s] 5 3
Voltaje de descarga [V] 300 200
Corriente de a´nodo [A] 4.5 3.15
Valor ma´ximo de campo magne´tico [T] 0.02 0.018
Radio interior [mm] 30 27.5
Radio exterior [mm] 50 50
longitud del canal [mm] 40 47
Tabla 6.1: Especificaciones principales del SPT-100 y el propulsor modelado por Fife [4].
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Figura 6.1: Campo magne´tico, expresado en T, utilizado en la simulacio´n.
para hallar el campo magne´tico en todo el espacio [4], mientras que Boeuf y Garrigues
utilizan un campo magne´tico enteramente radial, centrado en el plano de salida y en
forma de gaussiana [24].
En este trabajo, como ya se menciono´, se decidio´ considerar un campo magne´tico
puramente radial, y siguiendo la idea de Boeuf y Garrigues, se aproximo´ la forma
funcional de B(z) a una gaussiana. De acuerdo a lo encontrado en la literatura sobre
los SPTs y los resultados obtenidos por Fife [4], la zona de mayor campo magne´tico
no esta´ en el plano de salida sino a una fraccio´n de valor 0.7 − 0.8 de la longitud del
canal, por lo cual se ubico´ el pico de la gaussiana a 0.75 de la longitud del canal.
Otra consideracio´n ma´s que se hizo fue intentar establecer un campo magne´tico que
cumpliera las leyes de Maxwell. Garantizar la ley de Ampe`re implica directamente
considerar una componente axial del campo magne´tico, as´ı que se decidio´ ignorar esta
ecuacio´n y so´lo intentar cumplir la ley de Gauss con Bz = 0, lo que termina arrojando
que el campo magne´tico debe variar en r de acuerdo a B(z, r) = B(z,r0)r0
r
. El campo
magne´tico generado para el programa es el que se muestra en la figura 6.1.
6.1. Para´metros globales
La tabla 6.2 muestra los resultados obtenidos por el programa para el modelo de propul-
sor usado por Fife. La tabla muestra los valores experimentales obtenidos por Bishaev
y Kim con este propulsor [5], los valores obtenidos por la simulacio´n de Fife, y los
resultados del programa.
En primera instancia se puede observar que los valores de empuje, impulso espec´ıfico y
eficiencias conseguidos por el programa esta´n muy por debajo de los valores nominales.
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Para´metro Experimental Literatura (Fife) Programa
Empuje [mN] 45 43 11
Impulso espec´ıfico [s] 1530 1475 380
Corriente de a´nodo [A] 3.15 3.10 4.43
Corriente del haz [A] 2.10 2.20 1.00
Eficiencia [ %] 54 50 19
Eficiencia ma´sica [ %] 95 100 53
Eficiencia de corriente [ %] 67 71 23
Eficiencia ele´ctrica [ %] 84 71 11
Potencia [W] 630 620 878
Tabla 6.2: Para´metros principales del propulsor. Se muestran los valores hallados experimen-
talmente [5], los presentados por J.M. Fife en su simulacio´n [4] y los obtenidos en el programa
desarrollado en este trabajo.
Figura 6.2: Evolucio´n de empuje (izquierda) e impulso espec´ıfico (derecha) en el tiempo. La
gra´ficas etiquetadas como “Fife” muestran el empuje e impulso espec´ıfico calculado de acuerdo
a la ecuacio´n (6.1), mientras que las etiquetadas como “Lentz” usan las ecuacio´n (6.2).
Esto indica que el programa fallo´ en su objetivo de simular los para´metros globales del
propulsor. Vale la pena recalcar que tanto el propulsor como ambas simulaciones exhi-
ben un comportamiento oscilatorio en el estacionario, por lo que los valores mostrados
son valores promediados temporalmente. La evolucio´n temporal de estos para´metros
se presenta en las figuras 6.2, 6.3, 6.4 y 6.5.
Lo primero que se puede ver de estas ima´genes es que las oscilaciones presentes en
la simulacio´n producen variaciones muy fuertes de los para´metros globales, al punto
de tener empuje e impulso espec´ıfico negativo durante algunos intervalos de tiempo.
Al respecto, la figura 6.2 muestra “dos empujes” y “dos impulsos espec´ıficos”. Lo que
significa esto realmente es que se probaron dos maneras distintas de calcular el empuje,
una presentada por J.M. Fife [4] en su trabajo, mostrada en la ecuacio´n (6.1), y la
otra presentada en el paper de Lentz y Martinez-Sanchez [16] y que es indicada en la
ecuacio´n (6.2).
δT = ρiEi,x (6.1)
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Figura 6.3: Evolucio´n de la corriente de a´nodo (izquierda) y la eficiencia total (derecha) en el
tiempo.
Figura 6.4: Evolucio´n de la corriente de la eficiencia ma´sica (izquierda) y la eficiencia ele´ctrica
(derecha) en el tiempo.
Figura 6.5: Evolucio´n temporal de la potencia.
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δT = m˙i(vi,x − vth) + m˙n(vn,x − vth) + kneTeδA+ 0
2
E2xδA (6.2)
Las ecuaciones (6.1) y (6.2) muestran el empuje calculado para un nodo. El empuje
total es simplemente la suma sobre todos los nodos de estas expresiones. En cuanto
a la forma de Fife de calcular el empuje, se puede ver fa´cilmente que esta deriva del
funcionamiento ba´sico del propulsor, siendo la ecuacio´n (6.1) la forma discretizada de
la ecuacio´n (1.3). Por otro lado, la ecuacio´n (6.2) suma los gastos energe´ticos que hace
el propulsor en acelerar los iones, acelerar los neutros, darle velocidad te´rmica a los
electrones y alimentar el campo ele´ctrico.
El hecho de que la ecuacio´n (6.2) incluya ma´s feno´menos presentes en el propulsor
hace que el empuje calculado sea mucho ma´s estable en el tiempo, como se puede
ver en la figura 6.2. En las oscilaciones presentes en el propulsor, ma´s que la energ´ıa
suministrada var´ıe, lo que fluctuan son las distintas componentes que consumen esta
energ´ıa. Esto es indicado por el hecho de que, justamente, el empuje calculado con (6.2)
no var´ıa tanto, as´ı como tampoco lo hace la potencia (figura 6.5). De todas maneras, el
promedio temporal de ambas formas de calcular el empuje es muy cercano, con valores
de 10.5 mN de acuerdo a la ecuacio´n (6.1) y 11.9 mN de acuerdo a la ecuacio´n (6.2).
En cuanto a las fo´rmulas para calcular el resto de para´metros, para el impulso espec´ıfico
se utilizo´ su definicio´n ( T
m˙g
) y para las eficiencias las ecuaciones mostradas en la seccio´n
1.4.3.
Volviendo a la discusio´n sobre las oscilaciones, de las gra´ficas mostradas anteriormente
se puede extraer un valor de frecuencia de aproximadamente 20 kHz. Como compara-
cio´n, el SPT-100 tiene oscilaciones de 33 kHz, Boeuf y Garrigues obtienen 16 kHz de
sus simulaciones [24] y Fife, Martinez-Sanchez y Szabo obtienen valores de 11 kHz [26].
As´ı, las diversas simulaciones encontradas en la literatura que tienen el mismo orden
de descripcio´n del sistema f´ısico presente en este trabajo obtienen resultados similares,
en cuanto a que se acercan al mismo orden de las oscilaciones medidas experimental-
mente pero no alcanzan a llegar al valor real. Tal como se menciono´ en el apartado
de oscilaciones del plasma en la seccio´n 1.5, se cree que el origen de estas oscilaciones
reside en el desplazamiento espacial de la zona de ionizacio´n a lo largo del tiempo.
Otro para´metro a comparar es la amplitud de las oscilaciones. El grupo de Martinez-
Sanchez reporta valores de 1.4 A para la diferencia entre picos en las oscilaciones. A su
vez, en la figura 6.3 se observa que hay algunas oscilaciones con valores pico-pico de
aproximadamente 3 A y otras con valores de 1.7 A.
Si bien estos valores no se ven tan lejanos de los encontrados en la literatura, es im-
portante notar que el valor medio de la corriente es de 4.43 A, bastante por encima
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Figura 6.6: Corriente de iones, de electrones y la corriente de a´nodo en funcio´n del eje axial.
del valor nominal en 3.1 A. El hecho de que la corriente no fluctu´e tanto comparada
con el resto de para´metros se basa en que el me´todo nume´rico calculaba el valor de
corriente necesario para que la diferencia de voltaje en el propulsor se mantuviera en
sus valores nominales, y posteriormente, utilizaba la conservacio´n de corriente para
calcular ue. As´ı, aunque algunos aspectos de la simulacio´n funcionaran mal, la veloci-
dad de electrones calculada se encargaba de compensar el exceso o deficiencia de Ii.
Lo anteriormente descrito se refleja en la figura 6.6 donde se muestra, para un instante
determinado, los valores de Id, Ii e Ie calculados a lo largo de el eje axial.
La figura 6.6 evidencia dos cosas. La primera es que, tal como se esperaba, la corriente
de a´nodo se conserva en todo el dominio, excepto por una ligera variacio´n cerca del
a´nodo que puede estar relacionada con algu´n problema en la simulacio´n. Lo segundo es
que la corriente de iones tiene valores muy por debajo de los esperados, incluso teniendo
valores negativos en la zona del a´nodo. Por un lado, los valores negativos no deber´ıan
aparecer puesto que esto significa que los iones se esta´n dirigiendo al a´nodo en vez de
estar saliendo por el plano de salida, y de acuerdo a lo encontrado en la literatura, este
feno´meno deber´ıa ser despreciable [10]. Por otro lado, recordamos que Ii en el plano de
salida es justamente Ib, por lo que Ii en esta parte del dominio deber´ıa tener valores
cercanos a 2.1 A, el doble de lo calculado con el programa.
Lo mencionado anteriormente da el indicio de que una razo´n importante para el fallo
del programa reside en que la cantidad de iones generados es insuficiente. Esta idea se
ve apoyada por el hecho de que la eficiencia ma´sica promedio es de aproximadamente
la mitad del valor esperado (tabla 6.2).
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6.2. Propiedades del plasma
Para dilucidad ma´s fa´cilmente la razo´n por la cual la corriente de iones da valores bajos
analizaremos la distribucio´n de velocidad de los iones, la cual es mostrada en la figura
6.8, y la distribucio´n de densidad de iones, mostrada en la figura 6.7.
Primero que todo, se puede ver en la figura 6.8 que efectivamente los iones creados en la
zona cercana al a´nodo tienen direcciones de velocidad hacia este, que es lo que ocasiona
la corriente negativa vista en la figura 6.6. Adema´s, se puede ver en las figuras 6.7 y 6.8
que hay una zona delgada cerca al a´nodo en la cual los iones tienen un comportamiento
muy distinto a lo observado en el resto del dominio. De ahora en adelante se llamara´ a
esta franja zona I.
Si se parte desde la zona de densidad ma´xima (alrededor de 1.5 × 1018 m−3) hacia
la izquierda se puede ver que la densidad disminuye abruptamente y que los iones
van acelerando al viajar hacia el a´nodo, hasta llegar a la zona I donde la velocidad
disminuye de golpe y la densidad aumenta. Justo sobre el corte se puede ver que los
vectores de velocidad todav´ıa apuntan hacia el a´nodo, lo que significa que la velocidad
promedio en el corte sigue teniendo componente axial negativa y que por lo tanto los
iones, de hecho, logran llegar a la zona I. Este es uno de los feno´menos que contribuye
a que en la zona I la densidad de iones sea tan alta. A lo largo de la simulacio´n se
encontro´ que en esta zona la densidad llegaba a valores ma´ximos que oscilaban entre
1× 1019 m−3 y 4× 1019 m−3.
Figura 6.7: Distribucio´n de ni, y por lo tanto de ne en el dominio. Las unidades son m−3.
Para darle una explicacio´n ma´s satisfactoria a lo que pasa en esta zona analizaremos
lo que sucede con el potencial ele´ctrico y la temperatura, los cuales son mostrados en
74 Resultados y discusio´n
Figura 6.8: Distribucio´n de velocidad de iones en el dominio. Las superficies de contorno
indican las magnitudes de velocidad (en m/s) mientras que los vectores muestran las direcciones
de velocidad para los nodos representados.
las figuras 6.9 y 6.10, respectivamente.
Las figuras 6.9 y 6.10 muestran el potencial y la temperatura para dos instantes distintos
de la oscilacio´n. Uno de ellos, el analizado hasta ahora, es el llamado trampa de iones
y hace referencia al intervalo de ma´s larga duracio´n en la oscilacio´n, donde el empuje
pasa de su valor mı´nimo a aproximadamente la mitad de su valor ma´ximo. El otro
punto mostrado, llamado escape de iones, cubre la zona de la oscilacio´n donde sucede
la variacio´n brusca de valores en el empuje, pasando de aproximadamente la mitad de
su valor ma´ximo a su valor ma´ximo y ra´pidamente a su valor mı´nimo. La duracio´n de
este intervalo es de aproximadamente el 25 % del periodo total de oscilacio´n.
Regresando al ana´lisis de la zona I en el intervalo de trampa de iones, podemos ver en
la figura 6.9 que se crea una discontinuidad en el potencial, lo que causa dos efectos. El
primero es que hay una disminucio´n del potencial desde la zona ma´xima de densidad
de iones (intervalo 1 − 2 cm) hacia la zona I, lo cual acelera los iones y por lo tanto
explica las direcciones de velocidad de iones mostradas en la figura 6.8. Lo segundo es
que en el intervalo entre 0 y 0.5 cm el cambio de potencial no deja escapar a ninguno
de los iones formados en esta zona, de ah´ı el nombre de trampa de iones. As´ı, los iones
creados en la zona I o que llegan a este se mueven entre la barrera de potencial, el
a´nodo y las paredes del propulsor.
Debido a que la probabilidad de ionizacio´n, dada por (4.28), es proporcional a ne = ni,
se esperar´ıa que la zona I produzca muchos iones. Sin embargo, la figura 6.11 muestra
que no es as´ı. Lo que inhibe la produccio´n de iones en esta zona es la baja temperatura,
que se mantiene en un valor de 16000 K ≈ 1.4 eV y que por lo tanto produce un valor
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Figura 6.9: Potencial a lo largo del eje axial para r = rmin+rmax2 . Las curvas muestran el
potencial ele´ctrico para dos momentos distintos de la oscilacio´n.
0
Figura 6.10: Temperatura a lo largo del eje axial. Las curvas muestran la temperatura para
dos momentos distintos de la oscilacio´n.
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Figura 6.11: Distribucio´n de n˙i [m−3s−1] en el dominio simulado.
de ς(Te) cinco o´rdenes de magnitud menor que el encontrado en las zonas de alta
produccio´n de iones (figura 6.10). Esto lleva a concluir que la alta densidad de iones
registrada en la zona I es resultado de la acumulacio´n de los iones que van de la zona
de ionizacio´n hacia el a´nodo. Esta debe ser una de las fuentes de pe´rdida de iones que
esta´ ocasionando los valores bajos en los para´metros globales.
Por u´ltimo, en cuanto a por que´ se produce esta bajada brusca de la temperatura en la
zona I, todav´ıa no se encuentra una respuesta, pero se sabe que la pe´rdida de suavidad
en la funcio´n de temperatura es la que ocasiona la discontinuidad en el potencial.
Una consecuencia llamativa de la ca´ıda de temperatura en la zona I es que el hecho de
que no se formen iones en esta zona ocasiona que la totalidad de los neutros puedan
llegar a la zona de ionizacio´n. Debido a esto, la distribucio´n de nn obtenida por el
programa (figura 6.12) es similar a la encontrada por Fife en su tesis [4] y en general
a la encontrada en la literatura. La diferencia ma´s relevante encontrada es que para la
zona cercana al plano de salida y en la regio´n de la pluma, la densidad de neutros suele
tener valores iguales o menores a 2 × 1018 m−3, lo que indica que aproximadamente
el 90 % del propelente fue ionizado. En la figura 6.12 se observa, sin embargo, que
los valores se mantienen entre 2 × 1018 m−3 y 5 × 1018 m−3, indicativo de que muchos
neutros no se lograron ionizar.
Ahora, comparando las figuras de la 6.7 a la 6.15 con lo encontrado en la tesis de Fife,
podemos obtener distintas conclusiones sobre la simulacio´n.
Primero, ignorando lo que ocurre en la zona I, las distribuciones de temperatura y
potencial obtenidas en el dominio son las t´ıpicas de un propulsor de efecto Hall. El pico
de temperatura se encuentra cercano al plano de salida y es congurente con la posicio´n
del ma´ximo de campo magne´tico. El potencial se mantiene sin mucha variacio´n en las
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Figura 6.12: Distribucio´n de densidad de neutros (nn [m−3]) en el dominio.
Figura 6.13: Distribucio´n de la magnitud de la velocidad de los neutros (en m/s) en el dominio
simulado.
78 Resultados y discusio´n
Figura 6.14: Distribucio´n del potencial ele´ctrico (φ [V]) en el dominio.
Figura 6.15: Distribucio´n de la componente axial del campo ele´ctrico (Ex [V/m]) en el dominio.
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zonas de a´nodo e ionizacio´n pero tiene una ca´ıda ra´pida en la zona de aceleracio´n. A su
vez, que el potencial se asemeje a lo encontrado en la literatura hace que la velocidad
axial de los iones en la regio´n de la pluma alcance valores de 15 km/s, lo cual esta´
dentro de los valores t´ıpicos encontrados en un propulsor de efecto Hall.
Segundo, La zona de ionizacio´n se encuentra a la altura de un 20 % de la longitud
del canal a diferencia de lo mencionado en la literatura, donde esta zona se genera a
aproximadamente un 70 % de la longitud [24],[10].
Este feno´meno esta´ ocasionando que una fraccio´n de los iones se neutralicen en las
paredes en vez de escapar por el plano de salida. Lo anterior se advierte de manera
clara al observar las direcciones de velocidad de los iones en las zonas cercanas a las
paredes, en la figura 6.8. Esto sucede porque, de acuerdo a la figura 6.7, la densidad de
iones disminuye hacia las paredes ocasionando una ca´ıda de potencial de acuerdo a la
ecuacio´n (3.6), la cual se puede observar en la figura 6.14. A su vez, esto se corrobora
con el hecho de que a lo largo del dominio se encuentran magnitudes de velocidad de
neutros mayores a vth, tal como se ve en la figura 6.13.
A pesar de todo lo expuesto anteriormente vale la pena mencionar que la simulacio´n
realizada por el grupo de Fife produce la zona de ionizacio´n a una altura del 35 %
de la longitud del canal [4]. Siendo que en este trabajo se siguio´ los lineamientos de
Fife para la mayor´ıa del planteamiento teo´rico del sistema, es muy posible que este
efecto sea producto del modelo teo´rico y no de algu´n fallo en el programa. Esta idea
es apoyada por el hecho de que el diagrama de niveles de ni mostrado en la figura
6.7 es muy parecido al mostrado en la tesis de Fife [4], a excepcio´n de la zona I.
Tanto la simulacio´n como los resultados arrojados por Fife dan un pico de densidad
de 1 × 1018 − 2 × 1018 m−3, lo cual se aleja de la densidad ma´xima reportada en los
experimentos, de valor 7× 1017 m−3 [5].
Esto hace preguntar porque´ la simulacio´n del grupo de Fife consigue buenos valores de
empuje mientras que el programa realizado en el marco de este trabajo no lo hace. Una
de las razones puede ser el hecho de que la simulacio´n del grupo de Fife produce direc-
ciones de velocidad de iones con componentes radiales mucho menores a los obtenidos
en este trabajo [4].
Algo adicional para analizar es que en la figura 6.11, si bien se observa una concentra-
cio´n de ionizacio´n a un 20 % de la altura del canal, la distribucio´n de n˙i exhibe una
forma bastante aleatoria, a diferencia de lo generado por la simulacio´n de Fife [4]. Esta
disparidad es producida por los altos valores de SPWT utilizados en este trabajo, lo que
ocasiona una variacio´n muy pronunciada en la distribucio´n de n˙i por cada ionizacio´n
individual que ocurre.
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Figura 6.16: Distribucio´n de iones, dada en m−3, para un instante dentro del intervalo de
escape de iones.
Habiendo comentado ya los resultados para el intervalo de trampa de iones, ahora se
analizara´ ese 25 % del periodo de oscilacio´n llamado escape de iones.
Durante el periodo de trampa de iones, parte de los iones generados en la zona de
ionizacio´n pasan la barrera de potencial a la derecha de la zona I y se quedan atrapados
en esta regio´n, mientras que el resto de iones alcanzan a cambiar su direccio´n de
velocidad y regresan a la zona de ionizacio´n. Ambos feno´menos producen un incremento
a lo largo del tiempo de la cantidad de electrones en la zona cercana a la discontinuidad
de potencial. Este efecto va aumentando la temperatura en la zona I hasta llegar a un
instante donde la discontinuidad en el potencial desaparece y la ionizacio´n en la zona
I se hace frecuente. Las formas del potencial y la temperatura para este instante se
muestran en las figuras 6.9 y 6.10.
La figura 6.16 muestra la densidad de iones para un instante de la primera parte del
escape de iones. Como se puede observar, el hecho de que ahora puede haber ionizacio´n
en la zona I hace que la zona de ionizacio´n se traslade hacia el a´nodo; gracias a la gran
concentracio´n de neutros cerca al a´nodo una gran cantidad de iones son creados y estos
se desplazan acelerados por el potencial hacia el resto del canal.
En este punto hay que recordar de nuevo que la probabilidad de ionizacio´n es propor-
cional a ne, y por lo tanto, a ni. Esto hace que para crear nuevos iones haga falta que ya
hayan iones en las vecindades. Lo que sucede durante el intervalo de escape de iones es
que los iones creados viajan tan ra´pido que no se logran crear nuevos iones en la zona,
generando una disminucio´n de ne que en u´ltimas genera la discontinuidad de potencial.
Al final de este intervalo, muchos iones quedan atrapados en la zona I y paulatinamente
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se van recombinando con el a´nodo y con el resto de las paredes, disminuyendo au´n ma´s
la probabilidad de ionizacio´n en la zona. Este proceso sigue hasta llegar a la situacio´n
de trampa de iones donde la baja temperatura inhibe la creacio´n de nuevos iones. A
lo largo del intervalo de escape de iones la frontera de neutros se encoge debido a la
alta ionizacio´n, lo que lleva a que el propulsor pase por un periodo de tiempo donde la
frontera de neutros tiene que expandirse de nuevo hasta llegar a la zona de ionizacio´n,
donde la temperatura es lo suficientemente alta como para producir iones.
Los instantes en los que se produce la gran cantidad de iones son los instantes en los que
se registra los valores altos de empuje, de acuerdo a la fo´rmula de Fife. Posteriormente,
el proulsor se queda sin iones hasta que la frontera de neutros logra avanzar. Este
intervalo es en el que se registran los valores ma´s pequen˜os de empuje y es en el que la
potencia alcanza los 1000 W. Esto u´ltimo sucede porque ne y la temperatura disminuyen
y el simulador intenta compensar esta pe´rdida generando corrientes de a´nodo altas para
mantener el voltaje entre a´nodo y ca´todo. Estas corrientes altas aumentan la potencia
hasta activar el limitador de potencia.
6.3. Experimento sobre la zona de ionizacio´n
Debido a que parte del problema por el cual el programa no simula los para´metros del
propulsor parece ser la recombinacio´n en las paredes, se decidio´ experimentar forzando
la zona de ionizacio´n a crearse ma´s cerca al plano de salida. Esto se hizo limitando la
probabilidad de ionizacio´n en el primer 33 % del canal a 10−5, en contraposicio´n con los
valores habituales de 10−4−10−3 que suele tener el propulsor. Al aplicar este cambio la
zona de ionizacio´n se traslado´ hacia el 40 % de la longitud del canal y su distribucio´n
tomo´ una forma ma´s parecida a una barra vertical puesta a z = cte, a diferencia de la
forma ma´s ovoide mostrada en la figura 6.7.
La figura 6.17 muestra el empuje conseguido para esta simulacio´n. Como se puede
observar, los valores se acercaron mucho ma´s a los esperados pero desaparecio´ el efecto
oscilatorio, el cual es un feno´meno que se espera ver en una simulacio´n de un propulsor
de efecto Hall.
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Figura 6.17: Evolucio´n temporal del empuje para el caso en el que se restringio´ la probabilidad
de ionizacio´n.
Cap´ıtulo 7
Conclusiones
En la primera parte de la investigacio´n se realizo´ un estudio extensivo del propulsor
de efecto Hall en la bu´squeda de comprender su funcionamiento ba´sico, de conocer
algunos de los feno´menos que hacen que su f´ısica no sea del todo comprendida en la
actualidad, y de estimar la relevancia de estos feno´menos en el proceso general del
propulsor. Adicionalmente se puso particular intere´s en encontrar informacio´n acerca
de las distintas maneras encontradas en la literatura para simular el propulsor, tanto
en el estado estacionario como en el transitorio. Este u´ltimo proceso se hizo con el
objetivo de seleccionar un enfoque en la manera de simular que permita implementar
un co´digo con las siguientes caracter´ısticas: que sea lo suficientemente sencillo como
para implementarlo en el tiempo de duracio´n de la maestr´ıa, que permita predecir con
un margen de error aceptable la respuesta transitoria del propulsor ante variaciones en
los para´metros de entrada (masa de propelente, voltajes de descarga, etc.), y, de ser
posible, que tenga suficiente versatilidad para luego hacerlo ma´s preciso.
El estudio hecho durante el primer cuatrimestre permitio´ concluir que no hace falta
incluir en la simulacio´n todos los feno´menos encontrados en la literatura para obtener
resultados cercanos a los datos experimentales. Adicionalmente, se encontro´ que debido
a que los SPTs tienen simetr´ıa cil´ındrica se obtienen buenos resultados con las simu-
laciones de una o dos dimensiones. Finalmente se escogio´ el me´todo nume´rico h´ıbrido
PIC-Fluido, donde los neutros y los iones son modelados como superpart´ıculas y la
dina´mica de los electrones es modelada como un fluido unidimensional.
El programa se desarrollo´ de tal manera que fuera fa´cilmente adaptable a distintos mo-
delos de SPT y que adema´s se pudieran agregar ma´s efectos presentes en el propulsor.
En el mismo orden de ideas, se asumio´ para la simulacio´n un campo magne´tico pura-
mente radial, si bien las ecuaciones se trabajaron de tal manera que son extrapolables
a una distribucio´n cualquiera del campo magne´tico.
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La simulacio´n se ensayo´ con un modelo anterior al SPT-100 en miras a comparar ma´s
fa´cilmente los resultados con la simulacio´n desarrollada por J.M. Fife en su tesis de
maestr´ıa, la simulacio´n que dio paso al popular co´digo HPHall. El programa desarrolla-
do no pudo reproducir los para´metros globales del propulsor, si bien otros aspectos de
sus resultados son similares a los encontrados por Fife y los encontrados en las pruebas
de laboratorio.
La principal deficiencia encontrada en el programa esta´ en que la fraccio´n de neutros
ionizados es muy baja, aproximadamente la mitad de la hallada experimentalmente.
El ana´lisis de los resultados sugiere que la falla se encuentra en el propio proceso de
ionizacio´n o en la manera como la temperatura responde a ella. Adicionalmente, se
sugiere para trabajos posteriores disminuir el peso espec´ıfico de los neutros y probar
distribuciones de campo magne´tico con componente axial.
Por u´ltimo, vale la pena recalcar que las distribuciones de iones y neutros dentro del
canal, los valores ma´ximos de velocidad de iones y las distribuciones de temperatura
y potencial en gran medida se ajustan a los resultados experimentales o los resultados
hallados por J.M. Fife. Adema´s, la simulacio´n logra reproducir las oscilaciones del
orden de las decenas de kiloHertz que se encuentran t´ıpicamente en un HET y que son
producto de las oscilaciones en la posicio´n de la zona de ionizacio´n.
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